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Stacionarni Schrodingerova rovnice - APROXIMACE

Atkins: ,,This is sad but necessary chapter.“

 Separace proménnych
 Adiabaticka aproximace
 Varia¢ni metoda
 Poruchova teorie



. @ )D(x)dx =(D(X) | (X)) =(P | D)
Diracova notace:

(“bracket”) [@ () HD(x)dx = (D(x) | H | D(x)) =(® | H | D)

“bra”’-vector “ket”-vector

Orthonormalni funkce )@, (0@, ()X =(@, @ ) =(i| ]} =0..i # |
(@l =0; [0 ()@ ()dx=(p | @) = (i|iy =1

Kroneckerova delta

Hermitovsky operators: [ £7(X)Of (x)dx = f.(x)O" f (x)dx

Vlastni hodnoty jsou realna Cisla !
Vlastni funkce tvoii UPLNOU SADU ORTHONORMALNICH FUNKCI

(D:Zk:Ckfk Ck:<fk|®>



Casové zavisla vs. stacionarni Schridingerova rovnice

(Uvazujeme castici pohybujici se podél osy x)

Ha(x 1) = in 22
Rk
LUV

Pro systémy kde V(x) nezdvisi na ¢ase =>

[—ﬁa—2+V(X)]<D(X t) =
2 ox*

8(I>(x t)

D(x,t) = p(x) T (t)

oD(x,t) _ df (t) 0° d*p(X)
ST ey =S8
n® d*p(x , df (t i 1
B2 )4V ()00 f (0 = in T (] vynasobime o
_ 1 dp(x) +V(X) = in 1 df(t) Ob¢ strany musi byt
2m o(x) dx® f(t) dt rovny stejné konstanté.
el N OznacCime E

Zavisi pouze na X

Zavsi pouze nat




Casové zavisla vs. stacionarni Schridingerova rovnice

= Produktova vlnova funkce, kazda strana rovnice zavisi na jiné¢ proménné
= Separace promeénnych

Pravé strana: Eoip 9O _Edt ] Integraci podle t:
f(t) dt in f(t)
%HC “Inf(t) — f (1) = aCa B _ pa-iEt/h
Faktor A pfevedeme na druhou stranu rovnici (ob¢ strany vydélime A): f(t)= g
Leva strana:
_nr* 1 d 2§0(2X) FV(X) = E Po vynésobeni obou
2m p(x) dx stran rovnic funkci ¢(x)
h* d? , L
— (p(zx) +V (X)@(X) = E@p(X) => Stacionarni
2m qx : Schrédingerova rovnice
Hamiltonian

H $(x) = E¢(X)



Casové zavisla vs. stacionarni Schridingerova rovnice

E — ma rozmér energie
Jde o vlastni hodnoty pfislusejici Hamiltonianu -- celkova energie systemu
Celkova vinova funkce: Dd(x,t) = e-iEt/h(p(X)

Sestaveni Schr. rovnice je snadné
Problémem je najit jeji feSeni — nelze najit obecné (zavisi na potencialu V)
Podari-li se nam najit feSeni (vlnovou funkci @) — mame funkci popisujici vlastnosti
systemu.
Pouzitim postulatti 2, 4 a 5 ziskdme charakteristiky srovnateln¢ s
experimentalnim pozorovanim.

Ctverec vinove funkce udava pravdépodobnost, Ze v ¢ase t ma ¢astice souradnice
X € (X, X+ dx)

| D(X,1) [P= ®(x,t)" - D(X,1) =

: _ \ Stacionarni stavy
exp(iEt/7)-exp(—iEt/7)-¢" (X) - #(x) = #(X) [




Bornova-Oppenheimerova aproximace
Resime elektronickou Schrédingerovu rovnice pro rizné soufadnice jader. Elektrony se

pohybuiji v potencialu jader =>
Hyperplocha potencialni energie (PES = Potential Energy Surface)

(T.+V(R)) v, =E\ (R) v,

s =27 v - . ;. 3
Atomova jadra povazujeme za stacionarni - Ei. =0

H :,TJ‘|‘Te‘|‘ VJJ+ Vie+ Vee
=0 =konst.
H — Te + VJe + Vee + kOnSt
Jedno- Dvou-
elektronova  elektronova
cast cast

Uplnéa separace jaderného a elektronového pohybu
Pohyb jader feSime na ziskané PES - kvantova nebo klasicka dynamika pohybu jader



~ N

H = TN _|_Te _|_VeN _|_Vee +VNN + Hrelat Molekulovy Hamiltonian

(_I'_‘ _I'_‘ vV ) _E Stacionarni Schrédingerova rovnice — popisuje rotaéni,
N + e + ere - rveere vibrac¢ni a elektronické stupn¢ volnosti (I, v, €)

Bornova-Oppenheimerova aproximace (1927)

Separace stupnil volnosti jader a elektronil (1ze zdlivodnit na zadklad€ poruchové teorie)
=> VInova funkce se vyjadii jako produkt elektronické a jaderné Casti:

Wie = We (R, I ) 1y ( R) R reprezentuje soufadnice jader, r reprezentuje
souradnice elektront. Elektronicka vlnova funkce
zavisi na souradnicich jader jako na parametru.

TRy (R)=y.(R;r) Ty (R)

! ‘ Schrédingerova rovnice se rozpadne na elektronickou
(generuje potencial pro pohyb jader) a jadernou:

(T.+V(R)) v. =Ey(R) v,

(fN +\7N) Vo =Ey ¥y



Hyperplocha potentialni energie

(PES = Potential Energy Surface) Transition Structure A Second Order Saddle Point
Transition

Structure B

 Kli¢ovy pojem v molekulovém Minimum for
modelovani Product A

 Je disledkem Bornovi-
Oppenheimerovi aproximace

» Zobrazuje energii jako funkci
geometris molekul — mnoho-

Minimum
0 for Product B

-0.5
Second Order 0

dimenzionalni (3N-5). Saddle Point

Zobrazujeme fezy PES. Valley-Ridge

~ . , - Inflection Point
e Rada chemicky relevantnich Minimum for Reactant

problému je ve vztahu k PES.

» PES obsahuje informace o geometrii molekul
e Urcuje dynamiku atomovych jader (vibrace, reaktivita)
e Prakticky vzdy (ve vypocetni chemii) musime mit urcitou informaci o PES

drive nez muzZeme pocitat cokoliv dalSiho



Resenim Schrodingerovi vinové funkce pro atomy vodikového typu

- Ziskame jednoelektronové vinové funkce — orbitaly

- Ctverec vlnové funkce udava pravdépodobnost nalezeni elektronu v daném bodé
- Zavisi na 3 kvantovych ¢islech — pouzivame je ke klasifikaci orbitalu
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Atom helia

Jedno atomove jadro a dva elektrony

Zanedbame

Zavisi na souradnicich obou elektronii

Zavisi na souradnicich elektronu 2

Zavisi na souradnicich elektronu 1

Nedovoli nam separovat promeénné
Neumime resit analyticky



Atom helia

2 12 2 12 12
H:_h_Al_Ze _h A2_2e .
2me rl 2me r2 r1

Uplné zanedbani elektronové repulse

Hruba aproximace !
=> Dovoli nam separovat proménné

H = A, +H,
2 12 2 12
H1:_h_Al_Ze sz_h_Az_Ze
2m, I, 2m, I,

Separace promennych v Hamiltonianu nam dovoli hledat reseni (vinovou funkci)
ve tvaru produktu jednoeletronovych funkci (vezmeme ty z vodikoveho atomu).

LP(]-’ 2) =¥ (1) "V, (2)



Resime dvé nezavislé (jednoelektronové) Schrodingerovi rovnice:
Hy (D) =ew, (1)  Hu,(2) =&y,(2)

Celkova energie systému bude sou¢tem jednoelektronovych energii:

E=¢+¢,

Jako vlnovou funkci vezmeme feseni atomu vodikového typu Z=2 (He*):

3/2
p - L (Ej o2/
1,0,0 \/; a

2 12 2
g, = —Z—(Z—) ~_13 598i—2 _ _54,4[eV]
a

Totéz dostaneme pro druhy elektron (v nasi aproximaci spolu elektrony neinteraguji)

E =-108,8 eV



Jak spolehlivy je nas vysledek?

Experimentalné zméteny prvni ioniza¢ni potencial atomu He je 24,6 eV.
Energii ,,zbylého* elktronu v iontu He* umime spocitat — jde 0 atom vodikového typu:

2 12 2
g, = —Z—(e—) ~_13 598i—2 _ _54,4[eV]

n®\ 2a

—Energie atomu vodiku je —79,0 eV.

=Obrovska chyba naseho vypoctu.

=7 rozdilu presné a vypoctené energie miizeme urcit velikost repulse mezi elektrony.
= Priblizne 30 eV.

= Interakci mezi elektronama nemiizeme zanedbat.

= Musime najit zpuisob, jak vyresit Schrodingerovu rovnici pro viceelektronové
systémy a pritom respektovat interakci mezi elektrony.




Varia¢ni teorém

® ... Zkuskma vinova funkce definovana v
A stejném definiénim oboru splitujici podminky
<(D |H | (D> kladené na vinovou funkci (postulat 2. —
W = > EO jednoznacna, spojitd a konecna v def. oboru)
(®|P)

Aproximativni vilnova funkce dava energii, ktera je vzdy vétsi (nebo rovna) E,

Dukaz.

Priklad 1 — Castice v potencialoveé jamé — variaCni vypocet bez parametru



Priklad (1): Variacni teorém

Pro ¢astice v jednorozmeérné potencialove jame vypocitejte
energii pomoci zkusme vinove funkce ®(x) = x(L-x). Jak

velka je chyba?

L5
D|D)=—
@19)=3
2
<CD|H|CD>:h—L3
om
Chyba 1.3%

=0.125

8mL? mL

2
W =0.1266515 h >
mL

h?n? h?

2

15 |

05

Castice v potencidlové
jame

T=Zmv=—p?
2 2m
V=0,xe(0,L)
V =00,x¢(0,L)
| e
y
0 a

ll/z‘l-‘n -1

11/2\1,

ey,

0.5 1
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Atom He podruhé - varia¢né

Vyjdeme z produktové vinové funkce, kterou jsme ziskali feSenim stacionarni Schr.
Rovnice v ramci uplného zanedbani elektronové repulse:

\P(ll 2) — Wl(l) | l//2 (2) _ _ 1 Z e —-Zrla
(1) = Y00 = ﬁ(gj €

Vyslednou funkci pouzijeme jako zkusmou vlnonvou funkci pro feSeni tiplného
(nerelativistického) Hamiltonianu: 3
D :l(gj e—2r1/ae—2r2/a

wT\a
w‘@—mﬁ

W =—2.(54.4) + 34 =-74.8[eV]

ze.z ,
o (O|D)+e"




Atom He podruhé - varia¢né

Vyjdeme z produktové vinové funkce, kterou jsme ziskali feSenim stacionarni Schr.
Rovnice v ramci uplného zanedbani elektronové repulse:

Y(12) =y, (1) y,(2) Wl(l)ELPloo:i(Ejglzezr/a
00 =7

Na misto naboje jadra Z=2 zavedeme variacni parametr C, ktery fyzikaln€ musi byt v
intervalu (1,2) — naboj jadra je ,,odstinén* elektronovou hustotou druhého elektronu:

3
0 :i(gj e—(rllae—,/rzla

T\ a



V tomto ptipadé€ je vyhodné¢ si Hamiltonian piepsat nasledujicim zptisobem:

12 12 12
~ e e e
H = HE-2)—+(C-2)—+
I I, I,
] ., . £ v 1, v 7 . .7 12
Hamiltonian pro atom vodikového Kazda tato ¢ast Hamiltonianu e 5
typu s nabojem jadra ¢ da prispévek k energii: 2_a &

Energie systému jako funkce varia¢niho parametru  je potom:

Pouzitim varia¢niho principu dostaneme

(=7-%=1%



Dosazenim do variacniho integralu:

W =—-77.5eV

Relativné dobra shoda s experimentem (-79 eV).
Podstatné vylepSeni oproti modelu neinteragujicich elektronii.
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