Boltzmanova-Gibbsova formulace statistické termodynamiky

SOUSTAVA - reprezentuje termodynamicky system (1 mol plynu v objemu V)

N,V Makroskopicky — perfektni replika studovaného systému
Mikroskopicky — jednotlivé soustavy nejsou ekvivalentni

yd

Hodnoty N, V . vt s , ] .
+ : J e_dr_l.oznacne urCuji pfipustne vlastni hodnoty energii E;
interakce a jejich degenerace Q(E;)

Princip stejnych arpriornich pravdépodobnosti

Kazdy z Q(Ej) stavii musi byt v souboru reprezentovan stejnékrat

Soustava charakterizovana N, V, T
—Sestavime kanonicky soubor soustav

—Diatermické stény mezi soustavami, soubor tepelné izolovan adiabat. st€nami
Celkem A soustav umistime do tepelného rezervoaru (T)

Jednotlive soustavy souboru maji stejnou T ale mohou mit ruzné energie E;.

Jedna soustava mikrokanonického souboru



N.V.T 3 "V | (AN, AV, E)
(Sestava z
A soustav) Cely kanonicky soubor tepeln&
7 . NV I NV I NV
izolujeme od okoli
—Pfedstavuje jednu soustavu
mikrokanonického souboru
Jednotlive soustavy kanonického souboru maji Kazda soustava mikrokanonikcého
riizné energie E;, Za' E_E souboru ma energii E.
Musi platit: 5 '
3 ... PoCet realizaci soustavy | majici E; J Princip stejnych arpriornich psti
Podminka: Zaj — A _
i Kazda distribuce {a} je stejné pravdépodobna.
{a} ... distribuce soustav do energetickych hladin Musi mit stejnou vahu v souborovém primeéru.

* VSechny E; musi byt uvazovany

« Jednotlivé soustavy (Ej) jsou zastoupeny v
kanonickém souboru riznym poc¢tem — Q(Ej)

* Ej(N,V) ... Zastoupeni musi odpovidat degeneraci

— Pocet realizaci soustavy j v (N,V,T) | “populace”

_ U, Ej a}
Soustava j |«— v
Charakterizovand energif E; {a} ... distribuce




9 ., . L, e Al Sc¢itame ptes a, tedy vSechna mozna
Pocet moznych realizaci distribuce a W(a) = [at | rovdelentpes vicehmy sousovy
k mikrokanonického souboru.

" v : — W(a)a,(a
Pravdépodobnost, Ze soustava je ve a; 1 Za: (@)2, @) — —
v , . Pj =—=— Pocet realizaci kanonicke
stavu s rozd€lenim (j, a;, E)) A A D W() soustavy ve stavu j.
a

Pmrillemakhf)dnl(,)fg M = Z M P Distribuce a; bude mit maximalni pocet
mechanicke veliciny P realizaci kdyZ vechna a budou stejna.
v kanonickem souboru: Pro velka A bude distribuce Gzka

& 1W@)ay

A A W(@)

distribuce s maximalni ¢etnosti {a}

Nahradime priimér - pouZitim pouze l

a; =4,



Binomicka rada

(Pouze N;+N,=N)

N C N! N-N; \,N * N! Ny y,N
X+Yy) = XT Tyt = —— Xy
(x+y) NZO N,!(N =N,)! V=2 N, IN, ! y

Binomicky koeficient

NI Hledame maximum funkce
f (Nl) = N I(N—N,)! * N, i N jsou velka ¢isla — f(N,) povazujeme za spojitou fci
L /- * In(x) je monotonni fce x : hledame maximum In f(N,)

dln f(N,)
dN,

=0 —HN::%

Tayloriiv rozvoj
Prvni derivace nulova




Gaussvska distribuce

Standardni odchylka o =~ \/W

Gaussovské rozdéleni — v limité prechazi na delta funkci
Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni je dobrou reprezentaci pro primérné rozdéleni

Totéz se da ukazat pro polynomicky rozvoj: ostré maximum pro koeficient

Nl:N2:N3:---: NS:%
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Hledame distribuci a*, ktera maximalizuje W(a) za splnéni okrajovych podminek:

2 InW (@)oY a, ~B5 A, =0 -—Ing; —a—1-BE, =0
oa, k k l
a=e e
2 RO
o1 —BE; P=—1— 1
et ==\ e "% N E,W N -
w2 e e

Q(N.V,T)= e M
J

= 1 —E;(N.V)/KkT
Stredni hodnota mechanické veliCiny: E(N,V,T)= 62 E;(N,V)e
J



Primérna hodnota _ Q(N,V,T)=> e "M
mechanické veliiny M= Z M;P, ‘
v kanonickém souboru: J

E(N ’V,T) — iz Ej (N 1V)e*BEj(N,V)
Q7
Tlak systému ve stavu j

P;

Prace vykonana na systému dE =P jdV

oE .
Zména objemu vyvoland zménou energetickych hladin p,=- (—J]
oV
N

E(N,V,T) = —éZ[w] o PEINV)

= ov

ok _ — =
a—VjN’ﬂ—...——erﬂ(pE)—,BpE I (E] +ﬁ(@j L,
@] ...~ Ep—(pE) N NPy

o )y il

_ (eéE 1( & - B:konst.
Klasicka TD: (8 jN,l/T +_|_ (a(l/T)jN,v P T



dE=>E,dP, +Y PdE,
Spojeni statistické a klasické termodynamiky: j j

Entropie: X ]

- é‘qrev = Wrev
Q(N ,V ,T) e Ze_BEj(N,V)
j

f(8,ELE, Eypn) = |n{;esej}
l

df =



dE =) E,dP, +> PdE,
Spojeni statistické a klasické termodynamiky: j X j ]

Entropie: 5 5

=00, —OW,,

Q(NaV,T):Ze_BEj(N,V)
j

f(8,E,E, E;...)= |n{z
l _Z Eke—BEk 3 o 0E,

df =—EdB 8 | P,dE, - _E Y}
J

N a(n 48],
Rev. teplo l
dodané systému Derivace stavové funkce

d(f+BE)=B(dE—)_ PdE,

Zména vnitini energie

Objemova prace na systemu
Zména objemu dV : vyvola zménu energetickych hladin E; > 7ékon TD
Je-li piivodni distribuce @; : @, dE; je prace na systému vykonana '
Sumace — reverzibilni prace vykonana na systému zprimérovana
pres soubor

=P je integracni faktor q,,



Spojeni statistické a klasicke termodynamiky:

Entropie:

d(f+BE)=p

Zména vnitini energie

dE = Z E,dP, +Z P.dE,

J J

| |

= é‘q rev 5Wrev

. d(an+pE):B6qreV

Rev. teplo
dodane systému

Objemova prace na systému

l

Plyne piimo z 2. véty TD

=> (dQ/T) je totalnim differencialem
stavove funkce =» definice etnropie S |

E| &q
d|In — Y
Q+kT KT
E| &g
dikinQ+—|=—""
Q T T

S :TE+kInQ+const.

Konstanta nezavisi na N,V, T
Polozime rovnou nule



Spojeni statistické a klasicke termodynamiky:

Q(N,V,T)=> e B Kanonika parti¢ni funke
j

[8InQ] B

o Juv

[8InQ] B

oV N,T_

S :TE+kInQ+const.

v

v

v

v

A=E-TS



Spojeni statistické a klasické term

odynamiky:

Kanonika parti¢ni funke

Q(N,V,T)=> e 5"
i

A 4

A=E-TS

v

Ziskame z kvantoveé
mechaniky (E;)

Umoznuje vypocet TD vlastnosti
z vlastnosti molekul

Q(N,V,T) — ZQ (N vV, E>e—E(N,V)/kT

ZE'e—Ej/kT B
[8InQ] g E . E:sz[aan]
0T Jyv kT %Q kT? O v
Z[an]eEjm - 20
[8InQ] _ TV P > P= N .
N Jy- KTQ KT
E dInQ
_ =kl | > S=KkT +kln
S T+ nQ -+ const [ o ]va Q

ANV, T)=—kT InQ

nasobime degeneraci stavu

Misto pfes stavy sCitame pres energeticke hladiny a




2. véta termodynamiky

A(N,V,T) — _kT InQ
Q(N ,V,T) = ZQ <|\| V. E)e—E(N,V)/kT

Pocet stavii s energii E Q(N,V,E) nemiize

N,V/2,T Q,(N,V,E)

Odstranénim piepazky se
zvysi pocet dovolenych
stavil E; (~ VN)

odstranénim omezeni klesnout — puvodni stavy

jsou stale dostupné.

Uvazujme izotermiky proces:

Q,(N,V,E)>Q,(N,V,E)

N,V,T Q,(N,ViE)

Q,-Q =) {2 (NV,E)—Q(N,V,E)le *"" >0

Q
AA= A, — A =—KT In=2
A—A= Q<

1

Obecné: odstranénim urciteho omezeni se
zvysi pocet dostupnych kvantovych stavii;
populace novych stavii => spontanni proces




Velky kanonicky soubor (Grand Canonical Ensemble)

mVooowVo mV | % Sny dovolujici prenos
tepla i latkovou vyménu

T T T \
MRV VA R Nepropustne

T T T adiabatické stény —
teplena izolace

ay; --- Pocet soustav v souboru obsahujicich N molekul a majici energii E;

N
EN: Z,: Ay = A Pocet soustav v souboru
< DD ayEy =E Celkova energie GCE souboru - konstantni
N
> agN=N Celkovy pocet molekul v souboru
.ot

Velky kanonicky soubor piedstavuje jednu soustavu mikrokanonického systému (N,V,E).
= Princip apriornich pravdépodobnosti

Za splnéni okrajovych GCE - podobné jako CE — hledame  w/({a,})= A!a '
podminek nejpravdépodobnéjsi rozd€leni. HH N



Priméré hodnoty mechanickych proménnych v GCE:

_ e*BENj (V)e—“{N
5




A ACIA (V)})zlnzzmzzeBENj<v>e_wN

df



Nj

OE,;
NJ BINYENJ

l S pouzitim rovnic pro E, N, p
df =—EdB —Ndy—8> > P,dE
N
Uvazujme pouze objemovou praci l

df = —EdB — Nd~ +8 pdV
l—l—d BE —i—d '\{N)
d(f+BE+wN):BdE+deV+de

TdS = dE + pdV — pdN




Velky kanonicky soubor (Grand Canonical Ensemble)

= (V,T,p) Zze Exy (V)/KT quN /KT Partiéni-funkce GCE => popis otevienych
izotermickych systémil

Q(N,V,T)= Ze_Ej(N,V)/kT
i

=(V,T,p) ZQ(N V,T)eNVT
A=e"T o =kTInx XA..Absolutni aktivita

=(V,T,p) ZQ(NVT)xN

Parti¢ni funkce GCE je nékdy vyhodnéjsi nez kanonicka parti¢ni fce.

\

G=uN=E+pV TS
pV =kTInZ (V,T,p)

) pV je charakteristickou funkci GCE



Izotermicko-izobaricky soubor (Isothermal-isobaric Ensemble)

Flexibili diatermiké stény
Ptenos tepla, flexibilni objem

Neprospustné
adiabaticke stény —
teplena izolace

E
— E E
N, V N,V N, V
E E E
N, V N,V N, V
E E E

Parti¢ni funkce

A(N,T,p)=) > Q(N\V,E)e ¥ e
E V

G =—kTInA(N,T, p)

Gibbsova volna energie je
charakteristickou funkci I1E



Jakakoliv dalsi sada nezavislych proménnych mize byt pouzita k definici souboru a
odvozeni ptislusne particni funkce.

V limité pro velké systémy v rovnovaze lze ukazat, ze vSechny soubory jsou ekvivalentni:
: A / Y ry )
Q(N,V,T)= ZQ (N vV, E>e—E(N,V)/kT
E

Pravdépodobnost ,,pozorovani* urcité hodnoty energie P(E)
P(E)=CQ(E)e ™

Extrémn¢ uzka Gaussovska distribuce pro velkd N (C je normalizacni faktor)
=> E=E =E

\ 4
Q(N,V,T)=0Q (N,V’E)eE(N,V)/kT

Energie v souboru je uniformé rozdélena do jednotlivych soustav, fluktuace malé.

=> Kanoniky soubor degeneruje na mikrokanonicky soubor!

Vybér souboru 1ze udélat na zakladé ,,matematické vhodnosti*, bez ohledu na TD proménne
popisujici systém.



Mikrokanonicky soubor

Q(N,V,E)
S(N,V,E)=kIn®

AN

Velky kanonicly(’/ soubor \

E(V’T’M)#ZZQ(N’V’E)e—E(N,V)/kTeMN/kT
N E

/4

pV =KT In= (V,T,pn) d(pV)=SdT + Ndp + pdV

ssz[m”E
oT

] +kIn=
TAY

Kanonicky soubor
Q(N ,V,T) = ZQ (N V, E)e—E(N,V)/kT
E

ANV, T)=—kTInQ dA=—SdT — pdV +pdN

ssz[a'”Q
T

] +kInQ

~\€(N,T, p) = ZZQ (N’V’ E)efE/kTefpv/kT

Izotermicko-izobaricky soubor

G—=—KkTINA(N,T,p) dG=—SdT +Vdp+pdN

ssz[a'”A
oT

] +kinA
N,p




Mikrokanonicky soubor

Q(N,V,E)

S(N,V,E)=kIn®

NV

N.E

1 (0InQ
kT | OE
p _(9InQ
kT | oV
p o [(0InQ2
kT | ON

]V,E

Kanonicky soubor

Q(N,V,T) = ZQ (N V, E>e—E(N,V)/kT

A(N,V,T)=—kTInQ dA=—SdT — pdV +pdN

2InQ
S=KkT +kln
o), e
Esz[a'”Q]
OT v
AN ON )y

Velky kanonicky soubor

= (V,T,}L) _ ZZQ(N’V’ E)e—E(N,V)/kTeMN/kT
N E

pV =KkTInE (V,T,u) d(pV)=SdT + Ndu + pdV

ssz[a'”E
oT

] +kIn=
TAY

Izotermicko-izobaricky soubor
A(N ,T, p) — ZZQ <N ,V, E)efE/kTefpV/kT
E \Y

G=—kTINA(N,T,p) dG=—SdT +Vdp+pdN

ssz[a'”A] +kInA
aT )y,
o — KT oln A

ON




POSTULAT @. Primérna hodnota koresponduje odpovidajici TD vlastnosti.

Stredni hodnota kterékoliv mechanické proménné M, kterou bychom u skutecné soustavy
ziskali sttedovanim pfes dostatecné dlouhy ¢asovy interval, je rovna stifedni hodnoté M
pro cely soubor, pokud soustavy tohoto souboru vérné reprodukuji TD stav 1 okoli

skute¢ného soustavy. (Piesné splnéno pro N = 0.)

POSTULAT @. Princip stejnych arpirornich pravdépodobnosti.

V souboru, ktery reprezentuje izolovanou TD soustavu (mikrokanonickém souboru), jsou
jednotlivé ¢leny rozdé€leny se stejnou pravdépodobnosti mezi vSechny moZzné kvantove

stavy konzistentni s N, V, E.

Mechanicke vlastnosti molekul ~ ——> Termodynamicke vistnosti soustav

Parti¢éni funkce




GCE parti¢ni funkce dvouslozkové soustavy
a) dovod’te
b) najdéte vyrazy pro TD veliCiny

GCE parti¢ni funkce idealniho monoatomického plynu je:

()

—
-~ =€
—

2mkT )2
h? v

Vypoctéte termodynamické vlastnosti takoveho plynu.
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