Fazové prechody — Isingliv model :
o : H bl

Fazové piechody prvniho druhu: T I - |
» diskontinuita v prvni derivaci volné energie ¥ n ¥
Fazové prechody druhého druhu: I I
« diskontinuita v druhych derivacich A LA L L A R
MiiZe statistickd mechanika (particni
funkce) popsat fazové piechody? Fig. 5.1. Spins on a lattice.
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E, = — >, Hus; + (energy due to interactions between spins)
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et ISss, Topc?logie miize, dimensionalita
v Kubickad miiz: Ej=-DNJ
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J>0: Spontanni magnetizace - ,,long ranged correlation®, ,,long ranged order*
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T, — kriticka teplota (Curie temperature)




Makroskopické vlastnosti magnetické mfize — parti¢ni funkce
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Jednorozmeérna mriz: i;s Si+1 (periodicke okrajové podminky)
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Neexistuje spontanni magnetizace M
Q(B, N, 0) =[2 cosh (BN)]"
rrTr 1711
1 2 g N E=-NJ
AE = 4] Ptili§ maly rozdil pro makroskopicky systém
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Dvojrozmérna miiz: r1T 1T
(N AE = 43N
il
Ll
Analytické feSeni (Onsager):
Q(B, N, 0) =[2 cosh(BJ)e' |V I=Q2n)™" fo d¢ In{3[1+ (1 - x?sin’ ¢)'?]}
l k = 2 sinh(28J)/cosh?(28J)
T. =2.269]/kg
Tepelna kapacita — singularita (C/N)~ (8kg/m)(BJ)* In|1/(T — T,)|
Magnetizace (M/N)~ (constant)(T, - T)?, T<T,
Trojrozmérna miiz:
Analytické fe$ni neni, numerické feseni: ~ (C/N)<|T —T|"*

@~ 0.125,
(M/N)<(L.-T)’, T<T,

B=1/8

B =~0.313



Mrizkovy plyn (..Lattice Gas*)

------------------------------------

O
ots
----------
---------
FAPOOOCD)

b ol A b i b

o | ] e | e | e [ | e

S | | e | e | e | = | =2
- | | o | | e | o | g

- | | g | - | e | - | S

edbdb A dE JdE A8 o

Ising magnet

S =-1,1

—J > s
i

s;=2n,-1

J=¢l4

---------------
--------

— Empty cell

Lattice gas

ni=0,1



Isingtiv magnet — symmetry breaking

N
Stfedni hodnota magnetizace: (MYy=Q71>, (2 ys,-)e’ﬂE
v N=1

zadné vnéjsi pole - méla by byt 0 Pu, =Pou,

,8 N, H Ze PE = ZQ(M) M=M, =>1, v ostatnich ptipadech 0

Rozdélime pouze na soucty Q(M ) = @ e P&
pies magnetizace M
A(N,H,T)=—kT InQ
l A (M)
AM)=—kTInQ(M)
\olna energie — reverzibilni prace
potfebna ke zmén¢ magnetizace systemu
Zména magnetizace vyzaduje fluktuace W

velikost E” I 0 0 M

- Polovina magneti musi byt pfetoCena
2 D _ N 1/2
3D~ N?3

Fig. 5.4. Reversible work function for the magnetization.



Fazové prechody souvisi s rozsahem fluktuace
»,Range of correlation* — R — fluktuace jsou korelovany
body ve vzdalenosti vétsi — fluktuace nejsou korelovany

L > R = range of correlations

Lattice spacing, /
,r— p g

a8 "' T
Parova korelac¢ni funkce:

ia e o C; :<sisj>—(si><sj>

R ~nl
Nejsou korelovany — primérna magnetizace je nulova.

R ~ makroskopicka — magnetizace mize existovat — vyzaduje korelaci na makroskopicke skale



Studium fazovvch prechodu (vyZaduje aproximace)

Metody
Mean Field Theory Renormalization group Monte Carlo
Modely
Isingliv model Pottstiv model Heisenbergliv model o o
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Libovolna dimenzionalita modelu/problému — analyticka feSeni pro nizkou dimenezionalitu



Ising Model

Low T High T Solved
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As T increases, S increases but net magnetization decreases



Mean Field Theory (1970)

Jedntoliva €astice (spin) pocituje priimérny potencial okolnich ¢astic.
Fluktuace okoli nejsou explictné uvazovany.
Redukce mnohocasticového problému na jednocasticovy.
Aproximativni FeSeni — Spatne zejména v okoli kritického bodu

- Ize aplikovat na libovolnou dimenzionalitu

Energie Isingova modelu E,=—~uH Z Si—3% 2 Ji8i5;
i i,j

Sila ptsobici na spin §; ~(OE, /3s;) = pH + Z J;
i

Magnetické pole pisobicinas; uH; = uH + 2 J,-]-S]-
j

Fluktuace okolnich spint <Hi> =H+ Z Jij <Si >/,u =H+ JZ<SJ >/,u

Pocet uvazovanych sousedil

=> H, nezavisi na orientaci okolnich spint ale pouze na priiméru



Primérny spin (51) = Z sy exp [Bu(H + AH)s,] E exp [Bu(H + AH)s]

s1=x1 s=41

AH =Jz(s; )/ u

Magnetizace vztazena m = <|\/| >/ Ny = <i ﬂ5i>/ N 1
i=1

na jednu ¢astici

m = tanh (BuH + BzJm)

s; zavisi na H; a naopak = SCF feseni

MFT piedpovida fazovy prechod i pro 1-D model (2J/k;)
MFT ptedpovida T, = 4J/kg pro 2-D model (Onsager 2.3)

V ramci MFT miZe byt model snadno vylepSovan.



Renormalization group theory (1971)

Metoda urcend nejen ke studiu fazovych piechodi
Kenneth Wilson — 1982 Nobelova cena

1-D Isingliv magnet bez vngjSiho pole

Q(K, N)= 2 exp [K('"+S132+52S3+S3S4+S455+' . ')]

51582500, SN
=+1

K=J/kgT
Ekvivalentni
1. SniZime pocet stupiiii volnosti tak, Ze pfes n¢€ vyscitame

Q(K, N) = 2 exp [K(s15, + 5253)] exp [K(s354 + 5455)] - - -
51,524 SN
Vyscitame pies sudé Castice

Q(K,Ny= > {exp [K(s, +53)] + exp [~ K (s, + 53)]}

; Ze;p [K(s3 +55)] +exp [~K(s3 +53)]} - - -
o o o0ooo - - — 0 O O
1 2 3 4 5 1 3 5



Snizeni poctu stupiiil volnosti na polovinu

2. Hledame rekurzivni vztah pomoci kterého vyjadiime Q jako funkci N/2 a jiné konstanty K’

eK(s+s') + e—K(s+s’) =f(K)eK'ss’

Q(K,N)= Z F(K) exp(K's83)f (K) exp(K's385) - - -

= [f(K)I"?Q(K’, N/2),
Kadanoffova transformace
/ s=s5"=%1 > K+ e K =f(K)eX
\s=--s'=:|:1 > f(K)=2eX
2=f(K)e ™

Dvé rovnice pro dvé nezname:
K'=(1/2) In cosh (2K)
f(K) =2 cosh'? (2K).



Hledame InQ In Q = Ng(K) 1 1
\ g(K):EIn f(K)+§g(K')

InQ(K, N)=(N/2)Inf(K)+InQ(K’, N/2) |

g(K') =2g(K) ~ In[2Vcosh (2K)]

Rovnice renormaliza¢ni grupy:
Zname-li parti¢ni funkci pro jednu hodnotu K’ miizeme ziskat Q(K). In Q = Ng( K)

Stejné tak miizeme ziskat vzorce pro opacny smeér:
K =(1/2) cosh™! (e?*)
g(K)=(1/2)g(K") + (1/2) In2+ K'/2,



Zacneme s libovoln¢é malou nebo velkou interakéni konstantou a iteraCnim zplisobem se

dostaneme k poZadované hodnotg:
K'=0.01
Q(0.04,N) ~Q(0,N) = 2"
g(0.01) ~In2

l

K =0.100334,
g(K) = 0.698 147.

K =(1/2) cosh™! (e**)
g(K) = (1/2)g(K") + (1/2) In 2 + K'/2,

Renormalization
K group Exact

0.01 In2 0.693 197

0.100 334 0.698 147 0.698 172

Successive 0.327 447 0.745 814 0.745 827
application 0.636 247 0.883 204 0.883 210
of RG 0.972 710 1.106 299 1.106 302
equations 1.316 710 1.386 078 1.386 080
(©) and (d) 1.662 637 1.697 968 1.697 968
v 2.009 049 2.026 876 2.026 877

2.355 582 2.364 536 2.364 537

2.702 146 2.706 633 2.706 634




The successive application of the RG equations can be represented
by a flow diagram. Each iteration using Eq. (c) leads to higher values
of K:

> > >N

N
Vo

K=0 K=o

Y
Y

Each iteration using Eq. (a) leads to lower values of K:

N - <& & <& AV
XK€ < < < e

K=0 K=o

»,Fixed points* — body, ve kterych se K dale neméni
V ptipadé 1-D modelu: K=0

K = oo Trivialni fixované body

Koresponduji tplnému usporadani a naprostému neusporadani

Fazovym piechdiim odpovidaji netrivialni fixované body



Teorie renormaliza¢ni grupy pro 2-D Isingiiv model
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Q= 2 ---exp[Kss(s,+sy+53+5,)] Explicitné vyséitdme polovinu &astic
51552500
X €Xp [KS6(S2 + S3 + S7 + Sg)] s
exp [K(sy + 52+ 53+ 54)] +exp [—K(s1 +52+53+54)] Kadanoffova transformace
T F(K) exp [K'(s15; + 5154 + 5553 + 5354)] Ve 2-D nelze presné nalézt
m l
p-—1 1 \4 w r . 1404 14 4 * 4 14
Ky Iln cosh (4K), Redukce poctu ¢astic vede na zvyseni poétu interakénich
K, = 5 In cosh (4K), konstant — aproximace

K5 = }1n cosh (4K) — 2 In cosh (2K),

f(K) =2[cosh (2K)]"*[cosh (4K)]"2.



Rada moznosti, jak rekurzivni vzorec aproximovat:

X

Fixed point
Odpovida fazovému pirechodu

J
kT =0.50698 Kriticka teplota v rdmci RG metody je blizka exaktni hodnoté (0,44)
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