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Přednášky pro p̌redmět
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Výstavba matematického modelu

Matematický model v rámci kontinua je tvǒren několika ned́ılnými

součástmi:

• Bilančńımi rovnicemi

• Konstitučńımi vztahy (viz. ←)

• Okrajovými podḿınkami

• Počátečńımi podḿınkami

• Numerickou metodou
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Bilančńı rovnice

Bilančńı rovnice (zákony zachováńı) p̌redstavuj́ı základńı fyzikálńı

principy jež muśı být splněny nezávisle na modelovaném materiálu.

V úlohách geomechaniky se jedná p̌redevš́ım o

• Zákon zachováńı hmotnosti

• Zákon zachováńı hybnosti
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Zákon zachováńı hmotnosti

Zákon zachováńı hmotnosti zńı:

Izolovaná soustava hmotných objekt̊u má celkovou hmotnost
konstantńı

V Eulerově vyjáďreńı můžeme zákon zachováńı hmotnosti zapsat

pomoćı parciálńı diferenciálńı rovnice

Dρ

Dt
+ ρ

∂vj

∂xj
= 0
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Zákon zachováńı hmotnosti

V Lagrangeově formě můžeme ovšem tuto rovnici integrovat v
materiálovém bodě analyticky, źıskáme

ρ(X, t)J(X, t) = ρ0(X)

kde J = detF

V Largangeově formulaci tedy zákon zachováńı hmotnosti nevede na

parciálńı diferenciálńı rovnici, což zjednodušuje řešeńı celého

problému.
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Zákon zachováńı hybnosti

Zákon zachováńı hybnosti ř́ıká:

Izolovaná soustava hmotných objekt̊u má celkovou hybnost
konstantńı

Zákon zachováńı hybnosti zapsat pomoćı parciálńı diferenciálńı

rovnice jako

ρv̇ = O · σ + ρb

kde b jsou objemové śıly

Toto je hlavńı parciálńı diferenciálńı rovnice kterou řeš́ıme pomoćı

numerických metod (pro věťsinu p̌ŕıpadů ji neuḿıme řešit

analyticky).
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Okrajové podḿınky

Matematickým modelem můžeme postihnout pouze konečnou část

prostoru.

Na okraj́ıch této oblasti je ťreba p̌redepsat bud’ hodnoty uvniťr

hledaných neznámých veličin, anebo jejich derivace (jinak by měly

diferenciálńı rovnice popisuj́ıćı problém nekonečně mnoho řešeńı).
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Počátečńı podḿınky

Představuj́ı hodnoty neznámých veličin uvniťr řešené úlohy na

počátku výpočtu.

Přestože maj́ı značný vliv na výsledky výpočtu, jejich určováńı je u

geomateriál̊u často obt́ıžné (nap̌r. mě̌reńı napět́ı a určováńı

objemové hmotnosti in situ).

V p̌ŕıpadě tenzorových stavových proměnných vyjaďruj́ıćıch pamět’

na p̌redchoźı deformaci u pokročilých model̊u je jejich experimentálńı

stanoveńı v podstatě nemožné. Muśıme je pak p̌ribližně stanovit

nap̌r. simulaćı geologické historie zemńıho masivu.
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Numerické metody

Bilančńı rovnice a konstitučńı vztahy vedou pro p̌ŕıslušné okrajové a

počátečńı podḿınky na soustavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic,

jež kromě nejjednoduš̌śıch p̌ŕıpadů nelze řešit analyticky.

Můžeme je ale řešit přiblǐzně (v konečném počtu bodů kontinua a

času) pomoćı numerických metod. Mezi v geomechanice

nejpouž́ıvaněǰśı numerické metody paťŕı:

• Metoda śıt́ı

• Metoda charakteristik

• Metoda konečných prvk̊u

• Metoda hraničńıch prvk̊u

V p̌rednáškách si podrobněji p̌ribĺıž́ıme metodu śıt́ı a metodu

konečných prvk̊u.
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Podḿıněnost řešeńı

Systém parciálńıch diferenciálńıch rovnic charakterizuj́ıćı okrajovou

úlohu nemuśı ḿıt vždy řešeńı. Abychom mohli naj́ıt vyhovuj́ıćı řešeńı,

muśı být splněny následuj́ıćı podḿınky:

1. Existence řešeńı

2. Jednoznačnost řešeńı

Pro daný problém by mělo exis-

tovat právě jedno řešeńı. Často

může docházet k tzv. bifurkaci,

tzn. rovnićım úlohy vyhovuje v́ıce

řešeńı. Nap̌r. p̌ri povrcholovém

změkčeńı materiálu→ ε

σ

∆σ

∆ε ∆ε1 2

init. state

1. solution 2. solution
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Podḿıněnost řešeńı

3. Stabilita řešeńı

Při malé změně počátečńıch podḿınek by mělo doj́ıt pouze k malé

změně výsledku.

Pokud jsou splněny všechny ťri podḿınky, hovǒŕıme o dobře
podmı́něné úloze. Protože věťsinou nelze dokazovat platnost

podḿınek matematicky, je často nutné spoléhat se na parametrické

studie (zejména v p̌ŕıpadě podḿınky č. 3).
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Metoda śıt́ı

Jinak také nazývaná metoda konečných diferenćı. Založena na

diskretizaci parciálńıch diferenciálńıch rovnic popisuj́ıćıch daný

problém.

Pracujeme p̌ŕımo s parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi, řeš́ıme tedy

tzv. silnou formulaci (strong form) problému.

Rovnice diskretizujeme v prostoru i čase! Hledáme tedy řešeńı v

konečném množstv́ı bodů prostoru a konečném množstv́ı časových

okamžik̊u.
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V p̌ŕıpadě diskretizace prostoru nahrad́ıme derivace z parciálńıch

diferenciálńıch rovnic diferencemi následuj́ıćım způsobem (pro tzv.

implicitńı algoritmus):

∂f(x, t)
∂x

∼=
f(x+ dx, t)− f(x− dx, t)

2dx
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Či pro explicitńı algoritmus:

∂f(x, t)
∂x

∼=
f(x+ dx, t)− f(x, t)

dx
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Pro derivaci druhého řádu plat́ı (s využit́ım Taylorova rozvoje)

∂2f(x, t)
∂x2

∼=
f(x+ dx, t)− 2f(x, t) + f(x− dx, t)

dx2

Obdobným způsobem diskretizujeme čas pro daný bod prostoru

∂f(x, t)
∂t

∼=
f(x, t+ dt)− f(x, t− dt)

2dt
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Jednoosá konsolidace

Metodu śıt́ı si budeme demonstrovat na jednoduchém p̌ŕıkladu

jednoosé konsolidace.

V tomto p̌ŕıpadě z bilančńıch rovnic a pružného konstitučńıho
vztahu plyne následuj́ıćı rovnice pro jednoosou konsolidaci:

∂u

∂t
= cv

∂2u

∂z2

kde u je pórový tlak, cv je součinitel konsolidace, t je čas a z je

hloubka.



výstavba matematického modelu metoda śıt́ı metoda konečných prvk̊u modely diskontinua 18

Rovnice vyjaďruje, že změna pórového tlaku je p̌ŕımo úměrná

zaǩriveńı profilu pórového tlaku s hloubkou:
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V rovnici
∂u

∂t
= cv

∂2u

∂z2

nahrad́ıme derivaci podle času pomoćı explicitńıho algoritmu

∂u

∂t
=
u(z, t+ dt)− u(z, t)

dt

a derivaci podle hloubky pomoćı implicitńıho algoritmu

∂2u

∂z2
=
u(z + dz, t)− 2u(z, t) + u(z − dz, t)

dz2
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Časoprostor diskretizujeme nap̌r. následuj́ıćım způsobem:
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S využit́ım náhrady derivaćı diferencemi pro danou diskretizaci

źıskáme

∂u

∂t
=
ut+1

i − ut
i

dt

∂2u

∂z2
=
ut

i−1 − 2ut
i + ut

i+1

dz2

Dosazeńım do základńı rovnice máme

ut+1
i = ut

i + cv
(
ut

i−1 − 2ut
i + ut

i+1

) dt
dz2
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Rovnici

ut+1
i = ut

i + cv
(
ut

i−1 − 2ut
i + ut

i+1

) dt
dz2

snadno vyřeš́ıme pro př́ıslušné okrajové a počátečńı podmı́nky

• Počátečńı podḿınky: u(x, 0)

• Okrajové podḿınky:

u(zmin, t) = 0, u(zmax, t) = 0 pro oboustrannou drenáž

∂u(zmin,t)
dt = 0, u(zmax, t) = 0 pro jednostrannou horńı drenáž

Evidentně řešeńı rovnice záviśı i na zvolené diskretizaci. Pro dobrou

podḿıněnost řešeńı je nutno zvolit vhodný poměr mezi dt a dz

(věťsinou t́ım způsobem aby (cvdt/dz2) < 0.5).
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Metoda konečných prvk̊u

V geomechanice nejpouž́ıvaněǰśı numerická metoda pro řešeńı

okrajových úloh.

Vyv́ıjená od padesátých let minulého stolet́ı, jej́ı plné využit́ı bylo

možné až s nástupem výpočetńı techniky.

Princip metody konečných prvk̊u si v úvodu demonstrujeme na jej́ı

jednorozměrné formulaci s lineárně elastickým konstitučńım vztahem.
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Jednorozměrný problém si rozděĺıme na sérii element̊u s délkou l, jež

jsou spojeny v uzlech. Posuny uzl̊u budou značeny uz1 a uz2.
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V daľśım kroku si definujeme tzv. interpolačńı funkci, jež nám bude

udávat rozložeńı posunů v celém jednorozměrném konečném prvku

na základě posunu jednotlivých uzl̊u.

uz = N1uz1 +N2uz2

Což můžeme zapsat pomoćı tenzorového zápisu (vektor posunut́ı

uzl̊u označ́ıme d = [uz1, uz2])

uz = N · d

V nejjednoduš̌śım p̌ŕıpadě bude funkce N p̌redepisovat lineárńı

změnu posunu uvniťr prvku. (z je definováno v rámci lokálńı

soustavy soǔradnic pro každý element)

N1 =
l − z
l

N2 =
z

l
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Pomoćı interpolačńı funkce můžeme vypoč́ıtat rozložeńı přetvořeńı
εz pro jakýkoli bod elementu.

εz =
∂uz

∂z
=
∂N1

∂z
uz1 +

∂N2

∂z
uz2 =

∂N
∂z
· d

Pro náš jednorozměrný element evidentně plat́ı

εz =
uz2 − uz1

l

Přetvǒreńı je tedy pro r̊uzné soǔradnice z konstantńı.
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Uzlové posuny budou způsobeny uzlovými silami F1 a F2

Pro naše řešeńı požadujeme aby śıly působ́ıćı v uzlech na jednotlivé

elementy byly v rovnováze. Využijeme tzv. Princip virtuálńıch praćı
jež ř́ıká, že:

Těleso je v rovnováze, jestlǐze pro libovolé př́ıpustné virtuálńı
posuny bod̊u tělesa je virtuálńı práce vnitřńıch sil rovna
virtuálńı práci vněǰśıch sil
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Princip lze dob̌re demonstrovat na p̌ŕıpadě jediné pružiny:

Práce vněǰśıch sil je dána změnou potenciálńı energie závaž́ı (−Wx)

Práce vnitřńıch sil je dána silou nutnou k deformaci pružiny

( 1
2lAE0x

2)

Celková energie systému je tedy

V =
1
2l
AE0x

2 −Wx
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Práce vněǰśıch sil bude rovna práci vniťrńıch sil v situaci, kdy je

celková energie systému minimálńı, tedy pro ∂V/∂x = 0, což je

splněno pro x = lW/(AE0).

Obecná formulace principu viruálńıch praćı je následuj́ıćı:∫
V

ε : σdV =
∫

V

U · fBdV +
∫

S

U
S · fSdS +

∑
i

U
i ·Ri

C

Levá strana rovnice znázorňuje virtuálńı práci vniťrńıch sil, pravá

strana virtuálńı práci vněǰśıch sil. U jsou virtuálńı posuny a ε

odpov́ıdaj́ıćı virtuálńı p̌retvǒreńı, fB a fS jsou objemové śıly a

povrchová napět́ı a Ri
C osamělé śıly.
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Princip virtuálńıch praćı, společně s interpolačńı funkćı N, můžeme

využ́ıt k sestaveńı matice tuhosti prvku k, jež vztahuje uzlové śıly a

uzlové posuny:

F = k · d
Pro náš p̌ŕıpad jednorozměrného elementu s konstantńım

p̌retvǒreńım má matice tuhosti prvku formu

k =
EoedA

l

(
1 −1
−1 1

)

Matice tuhosti elementu tedy zohledňuje jak materiálové vlast-

nosti, tak geometrii prvku.
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V obecném p̌ŕıpadě je matice tuhosti prvku k vypočtena jako

k =
∫

V

(BT : M : B)dV

kde tenzor B źıskáme derivaćı vektoru N

B =
∂Ni

∂xj

Prvek je v metodě konečných prvk̊u tedy charakterizován:

1. Matićı tuhosti materiálu M

2. Interpolačńı funkćı N

V závislosti na interpolačńı funkci N rozdělujeme elementy

následovně:
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Prvky v 2D MKP

• Trojúhelńıkový prvek s konstantńım p̌retvǒreńım

Nejjednoduš̌śı prvek v metodě konečných prvk̊u v 2D.
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Tvǒren ťremi uzly, posunut́ı jakéhokoli bodu uvniťr elementu je dáno

lineárńı interpolačńı funkćı:

ux = α1 + α2x+ α3y; uy = α4 + α5x+ α6y

tedy

εxx =
∂ux

∂x
= α2; εyy =

∂uy

∂y
= α6

εxy =
1
2

(
∂uy

∂x
+
∂ux

∂y

)
= α5 + α6

Koeficienty α1 . . . α6 lze vypoč́ıst z uzlových posunů a interpolačńıch

funkćı N.
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• Trojúhelńıkový prvek s lineárńım p̌retvǒreńım

Tvǒren šesti uzly, interpolačńı funkce definuj́ı kvadraticky pole

posunut́ı uvniťr elementu, což vede na lineárńı změnu p̌retvǒreńı

vzhledem k soǔradnićım uzl̊u. Př. pro směr x:

ux = α1 + α2x+ α3y + α4x
2 + α5xy + α6y

2

εxx =
∂ux

∂x
= α2 + 2α4x+ α5y
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Pro vyjáďreńı interpolačńıch funkćı N je výhodné zavést lokálńı
soustavu souřadnic η, ξ následuj́ıćım způsobem:

Pokud jsou stejné interpolačńı funkce N využity pro soǔradnice uzl̊u

v prvku (mě̌rené v lokálńı soustavě soǔradnic) a pro uzlové posuny,

hovǒŕıme o tzv. izoparametrických prvćıch.

x =
∑

Nixi; y =
∑

Niyi

ux =
∑

Niuxi; uy =
∑

Niuyi
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Izoparametrický prvek s konstantńım přetvořeńım (ťremi uzly) by

měl tedy následuj́ıćı vyjáďreńı pro interpolačńı funkce

N1 = 1− ξ − η; N2 = ξ; N3 = η

(všiměte si že Ni = 1 v uzlu i a Ni = 0 v ostatńıch uzlech. Muśı
platit d́ıky izoparametrické formulaci prvku.).

Obdobným způsobem bychom nalezli výraz pro interpolačńı funkce

N1 . . . N6 pro trojúhelńıkový prvek s lineárńım p̌retvǒreńım.
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• Čty̌rúhelńıkový prvek s konstantńım p̌retvǒreńım

Definovaný obdobně jako ťŕıuzlový trojúhelńıkový prvek.

Izoparametrický čty̌rúhelńıkový prvek s konstantńım p̌retvǒreńım lze

zobrazit následovně:
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Nevýhoda prvk̊u ńızkého řádu tkv́ı v tom, že neńı možné s

dostatečnou p̌resnost́ı vystihnout deformačńı pole uvniťr element̊u.

Nap̌r. čty̌rúhelńıkový prvek s konstantńım p̌retvǒreńım, jež je

vystaven čistému ohybu, má následuj́ıćı odezvu:

V některých aplikaćıch maj́ı pak takovéto prvky vyš̌śı tuhost než by

odpov́ıdala samotnému materiálu. Proto raději využ́ıváme prvky

vyš̌śıch řádů, nap̌r.→
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• Čty̌rúhelńıkový prvek s lineárńım p̌retvǒreńım

Definovaný obdobně jako šestiuzlový trojúhelńıkový prvek. V

lokálńıch izoparametrických soǔradnićıch jej lze zobrazit následovně:

Z numerického hlediska je věťsinou výhodněǰśı využ́ıvat méně

prvk̊u s vyš̌śımi interpolačńımi stupni než v́ıce prvk̊u s nižš́ımi.
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Sestaveńı matice tuhosti prvku – Gaussova
integrace

Jak již bylo řečeno, matice tuhosti prvku k je vypočtena podle

k =
∫

V

(BT : M : B)dV

Tento objemový integrál lze vypoč́ıtat p̌ŕımo pouze pro nejjednoduš̌śı

prvky, u kterých je matice B konstantńı (prvky s konstantńım

p̌retvǒreńım). Potom

k = (BT : M : B)tA

kde A je plocha prvku a t jeho š́ı̌rka.
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V p̌ŕıpadě složitěǰśıch prvk̊u může být analytické sestaveńı matice

tuhosti problém.

Proto se p̌ristupuje k numerické integraci pouze v několika bodech

elementu, jejichž pozice vyplývá z geometrie prvku. Mezi

nejpouž́ıvaněǰśı paťŕı tzv. Gaussova integrace.

Přesný výpočet integrálu funkce φ se nahrazuje váženými hodnotami

φi v integračńıch bodech. Pro jednorozměrný p̌ŕıpad:

I =
∫ 1

−1

φdξ ≈
n∑
1

wiφi

kde n je počet integračńıch bodů a wi je váha i-tého bodu (všiměte

si, že opět využ́ıváme lokálńı soustavu soǔradnic).
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Pozice a počet integračńıch bodů vyplývá z řádu interpolačńı funkce

N.

Nap̌r. pro jednorozměrných prvek, kde je p̌resná hodnota integrálu I

dána jako na obr. vlevo (↓)

By byla volba jediného integračńıho bodu v centru prvku (obr.

vpravo ↑) vhodná pouze pro konstantńı hodnotu funkce φ.

I =
∫ 1

−1

φdξ ≈ 2φ1
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Obdobně jediný Gauss̊uv integračńı bod (nap̌r. v centru prvku) bude

dostatečný pro trojúhelńıkové a čty̌rúhelńıkové prvky s konstantńım

p̌retvǒreńım.

V p̌ŕıpadě vyš̌śıho řádu interpolačńı funkce N muśıme volit vyš̌śı

počet integračńıch bodů.

Př. vlevo ↑ dva integračńı body

I ≈ φ1 + φ2; α =
1√
3
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A pro ťri integračńı body (← vpravo)

I ≈ 5
9
φ1 +

8
9
φ2 +

5
9
φ3; β =

√
3
5

V p̌ŕıpadě čty̌rúhelńıkového prvku s osmi uzly (lineárńı změnou

p̌retvǒreńı) je pro p̌resný výpočet integrálu I nutných 9 integračńıch

bodů s následuj́ıćı pozićı:
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Často se p̌ristupuje k tzv. redukované integraci. Při ńı je využit

menš́ı počet integračńıch bodů než je pro daný řád funkce N nutný

pro p̌resnou integraci. Př. pro čty̌rúhelńıkový prvek s lineárńı změnou

p̌retvǒreńı ↓.

Paradoxně pro některé p̌ŕıpady může nep̌resnost ve výpočtu matice

tuhosti prvku k vést k zvýšeńı p̌resnosti celé MKP analýzy (se

zvyšuj́ıćım se počtem Gaussových bodů se zvyšuje tuhost prvku

vzhledem k tuhosti materiálu jež popisuje).
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V Gaussově integračńıch bodech je nejp̌resněǰśı výpočet přetvořeńı z

uzlových posun̊u.

Proto výpočet vniťrńıch sil, jež prob́ıhá integraćı konstitučńıho
modelu, je prováděn právě v Gaussových bodech.

Z toho důvodu výstup MKP programů udává přetvořeńı a napět́ı v
integračńıch bodech, zat́ımco posunut́ı a śıly v uzlech.

Pro vyhodnoceńı rovnováhy mezi vněǰśımi a vniťrńımi silami (viz.

dále →) je nutno napět́ı extrapolovat z integračńıch bodů do uzl̊u. K

tomu se využ́ıvá polynomiálńı funkce jež odpov́ıdá počtu

integračńıch bodů (p̌ri redukované integraci může ḿıt nižš́ı stupeň

než interpolačńı funkce N j́ıž jsme využ́ıvali k sestaveńı matice

tuhosti prvku k).
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Sestaveńı rovnic MKP

Matice tuhosti všech prvk̊u je možno sjednotit do tzv. globálńı
matice tuhosti K.

K =
∑
m

km

kde km je matice tuhosti m-tého prvku.

Obdobným způsobem sjednoceńım uzlových posunů d a sil F
vzniknou globálńı vektory posunů U a zat́ıžeńı R.

Rovnice rovnováhy pro celý MKP problém, jež vyplývaj́ı z principu
virtuálńıch praćı (viz. rovnice rovnováhy pro jednotlivé elementy ←)

lze pak zapsat jako

R = K ·U
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Řešeńı rovnic MKP

Soustavu rovnic

R = K ·U
lze řešit p̌ŕımo pouze pro nejjednoduš̌śı úlohy s lineárně elastickým

konstitučńım vztahem.

U nelineárńıch problémů (v geotechnických aplikaćıch prakticky

všechny) muśıme soustavu řešit iterativńım způsobem.
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Předpokládáme, že v čase t jsou známy vniťrńı uzlové śıly Ft i vněǰśı

uzlové śıly Rt a jsou navzájem v rovnováze. Při řešeńı soustavy

rovnic MKP hledáme uzlové posuny v čase (t+ ∆t) tak, aby byly

vniťrńı uzlové śıly v rovnováze s vněǰśımi Rt+∆t = Ft+∆t.

1. Známé vněǰśı zat́ıžeńı v čase t+ ∆t (dané okrajovými

podḿınkami) rozděĺıme na konečné p̌ŕır̊ustky ∆R = Rt+∆t −Rt.

2. S využit́ım tečné globálńı matice tuhosti K vypočteme

aproximaci uzlových posunů ∆U.

∆U = K−1 ·∆R

3. Pomoćı interpolačńıch funkćı N vypočteme př́ır̊ustky přetvořeńı
∆ε v Gaussových integračńıch bodech odpov́ıdaj́ıćı p̌ribližným

uzlovým posunům ∆U.
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4. Časovou integraćı konstitučńıho vztahu vypočteme př́ır̊ustky
napět́ı v integračńıch bodech ∆σ.

∆σ =
∫ t+∆t

t

h(σ, ε̇, χ)dt

5. Výsledné napět́ı extrapolujeme zpět do uzl̊u (viz. ←) č́ımž

źıskáme p̌ŕır̊ustky vniťrńıch sil ∆F.

6. Porovnáme vniťrńı a vněǰśı uzlové śıly v čase t+ ∆t. Jejich rozd́ıl

nazýváme nevyrovnané śıly Fu.

Fu = Ft+∆t −Rt+∆t

V p̌ŕıpadě, že Fu jsou menš́ı než p̌redem specifikovaná tolerance,

pokračujeme ve výpočtu daľśım časovým krokem. Jinak řeš́ıme

problém iterativně pomoćı jedné z iteračńıch metod (viz. →)
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Iteračńı metody řešeńı MKP rovnic

• Newton-Raphsonova metoda

Jej́ı princip je znázorněn na obrázku:
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U Newton-Raphsonovy metody docháźı k sestaveńı a inverzi
globálńı matice tuhosti K v každé iteraci.

Metoda se vyznačuje rychlou konvergenćı, nicméně sestavováńı a

inverze matice tuhosti je časově náročné.

Proto byla vyvinuta alternativńı schemata jako →
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• Modifikovaná Newton-Raphsonova metoda

Matice tuhosti K se p̌repoč́ıtá v každém výpočtovém kroku, nicméně

v pr̊uběhu iteraćı se neměńı.
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• Metoda s počátečńı matićı tuhosti

Matice tuhosti K se, jak již název napov́ıdá, v pr̊uběhu výpočtu

nep̌repoč́ıtává. Ušeťŕı se tedy výpočtový čas na sestaveńı a inverzi

matice, ovšem za cenu vysokého počtu iteraćı nutného k dosažeńı

rovnováhy.

Různá iteračńı schémata mohou být výhodná pro r̊uzné problémy.

Kvalitńı MKP program by tedy měl nab́ızet volbu způsobu iteraćı.
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Přesnost MKP výpočtu
Výsledky MKP výpočtu by měly p̌ri zjemňuj́ıćı se diskretizaci

(velikost element̊u a časových krok̊u) konvergovat k p̌resnému

analytickému řešeńı.

Chyby numerického řešeńı jsou způsobeny zejména následuj́ıćımi

faktory:

• Diskretizaćı (děleńı na prvky a časové kroky, omezený stupeň

interpolačńıch funkćı)

• Numerickou integraćı (Gaussova integrace p̌ri výpočtu matic

tuhosti)

• Časovou integraćı nelineárńıch konstitučńıch vztahů (viz. řešeńı

rovnic MKP, bod 4.←)

• Iterativńım řešeńım soustavy rovnic (Nap̌r. Newton-Raphsonova

metoda)
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Modely diskontinua

Bezpochyby, modely mechaniky kontinua paťŕı k nejpouž́ıvaněǰśım

matematickým nástroj̊um v geomechanice.

Pro řešeńı některých úloh však modely mechaniky kontinua nejsou

vhodné, zejména potom tam kde je chováńı významně ovlivněno

partikulárńı povahou materiálu (rozpukaný horninový masiv. . . ) a

také tam kde docháźı k výrazné lokalizaci deformace (smyková

zóna - p̌ri využit́ı MKP docháźı k tak velkým deformaćım element̊u,

že je výpočet nep̌resný).

Nejznáměǰśım reprezentantem model̊u diskontinua je Metoda
oddělených prvk̊u.
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Metoda oddělených prvk̊u

Studovaná oblast je opět rozdělena na prvky (reprezentuj́ıćı zrna či

skalńı bloky). V tomto p̌ŕıpadě jsou sice zrna považována za

kontinuum (věťsinou dokonale tuhé), ale výsledné chováńı je dáno
pravidly interakce mezi jednotlivými prvky.

Problém konstitučńıch vztahů v kontinuu se tedy p̌renese na

úroveň kontakt̊u.
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Princip metody oddělených prvk̊u

Změna kontaktńıch normálových sil ∆Fn se vypočte z fiktivńıho
p̌rekryt́ı prvk̊u v ḿıstě kontaktu jako

∆Fn = kn∆n

kn p̌redstavuje normálovou tuhost kontaktu a n velikost p̌rekryt́ı

∆n = vn∆t, kde vn je rychlost částice.
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Kontaktńı śılu v tangenciálńım směru Fs źıskáme analogicky,

uvažujeme ale nav́ıc možnost plastické deformace na kontaktu.

∆Fs = ks∆s; Fs ≤ Fn tanφ+ c

Výpočet celkového p̌retvǒreńı má dynamický charakter. Je založen

na aplikaci 2. Newtonova zákona, z něhož se źıská změna rychlosti:

m
dv

dt
=
∑

F → ∆v =
∑
F

m
∆t

Při výpočtu je důležitá vhodná volba časového kroku, tak aby se

vzruch v pr̊uběhu jednoho kroku mohl š́ı̌rit jen mezi sousedńımi
prvky.
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Do výpočtu se také muśı zavést tlumeńı, jinak by docházelo k

nekonečným oscilaćım d́ıky setrvačným silám. Výsledé vztahy lze

zapsat jako

m
dv

dt
=
∑

(F +D)− Cv; ∆v =
∑

(F +D)− Cv
m

∆t

Kde D znač́ı kontaktńı tlumeńı (D = cv, c je vazkost kontaktu) a

C globálńı tlumeńı.

Přestože metoda oddělěných prvk̊u p̌redstavuje významné doplněńı

možnost́ı numerických metod pro kontinuum, jej́ı praktické využit́ı je

stále limitováno mnohými nevýhodami a nedostatky→
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Nevýhody metody oddělených prvk̊u

• Tvar prvk̊u. Nejčastěji se použ́ıvaj́ı kruhové (kulové) prvky, nebot’

prvky nepravidelného tvaru jsou náročné na numerické zpracováńı.

• Rozměr úlohy. Věťsina výpočt̊u prob́ıhá ve 2D. Nesimulujeme pak

chováńı kulových zrn, nýbrž válečk̊u!

• Chováńı kontakt̊u a určováńı parametr̊u. Problém konstitučńıch

vztahů v kontinuu se p̌renese na úroveň kontaktńıch vztahů mezi

prvky. Parametry pro chováńı kontakt̊u jsou pak velmi obt́ı̌zně
kalibrovatelné.

• Výpočetńı kapacita. I p̌res rychlý rozvoj výpočetńı techniky je stále

výpočetńı kapacita nedostatečná pro řešeńı skutečných

geotechnických úloh.
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Závěr k Matematickému modelováńı v
geomechanice I

Dnešńı programy pro numerické metody umožňuj́ı snadné prováděńı

komplexńıch geotechnických analýz, což si budeme demonstrovat v

druhé části tohoto kurzu.

Přednáška měla ukázat základy

teorie numerického modelováńı

v geomechanice. Jej́ı znalost

je zásadńı pro zodpovědné

prováděńı geotechnických

výpočt̊u.


