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• Konstitučńı modely

? Pružnost
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Chováńı zeminy p̌ri velkých p̌retvǒreńıch
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Chováńı zeminy p̌ri velkých p̌retvǒreńıch
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Chováńı zeminy p̌ri velkých p̌retvǒreńıch

• Mezńı plocha (State Boundary Surface)
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Chováńı zeminy p̌ri velkých p̌retvǒreńıch

Rampello and Callisto, 1998 Cotecchia and Chandler, 2000
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Chováńı zeminy p̌ri malých p̌retvǒreńıch

• Nelinearita chováńı
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Chováńı zeminy p̌ri malých p̌retvǒreńıch

• Nelinearita chováńı
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Chováńı zeminy p̌ri malých p̌retvǒreńıch

• Pamět’ na p̌redchoźı deformaci

Richardson, 1988
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Chováńı zeminy p̌ri malých p̌retvǒreńıch

• Závislost tuhosti na napět́ı

Jovičić, 1997
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Mechanické chováńı zemin – základńı
charakteristiky

1 Chováńı zeminy je ovlivněno napět́ım a pórovitost́ı. Jejich

kombinace určuje velikost objemových změn v pr̊uběhu smyku.

2 Je možno definovat mezńı plochu (state boundary surface) v

prostoru napět́ı a pórovitosti. Stav zeminy je vždy uvniťr této plochy.

3 V oboru malých p̌retvǒreńı je chováńı zeminy značně nelineárńı

(tuhost je závislá na p̌retvǒreńı). Záviśı i na p̌redchoźı deformačńı

historii.

4 Tuhost je závislá na napět́ı.
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Úvod do konstitučńıho modelováńı

Konstitučńım (materiálovým) vztahem rozuḿıme matematickou

závislost mezi deformaćı materiálu a jeho stavovými veličinami.

Je ned́ılnou součást́ı každé numerické analýzy. V geotechnice je

d́ıky komplexitě chováńı zemin vhodná volba konstitučńıho modelu

zásadńı pro správné řešeńı úlohy.
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• Mı́ra deformace materiálu, jež vstupuje do konstitučńıch vztahů,

je vyjáďrena tenzorem rychlosti deformace D . Často se ale

zanedbává vliv velkých p̌retvǒreńı a rychlost deformace se

aproximuje pomoćı ε̇ .

Př́ır̊ustek p̌retvǒreńı ε se pak vypočte jako

∆ε ' ε̇∆t

Tenzor D (či ε̇) využ́ıváme pro popis deformace i u časově
nezávislých vztahů! V tomto p̌ŕıpadě je t pouze pseudo-čas,

integračńı proměnná jež kontroluje velikost ∆ε.
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Stavové veličiny

• Stavové veličiny charakterizuj́ı stav materiálu. Paťŕı mezi ně v

prvńı řadě Cauchyho napět́ı T (σ), dále č́ıslo pórovitosti (e), ale

také nap̌r. teplota, stupeň nasyceńı, či tenzorové stavové veličiny

vyjaďruj́ıćı pamět’ na p̌redchoźı deformaci.

Konstitučńı model definuje rychlost změny stavových veličin

v závislosti na jejich aktuálńıch hodnotách a na rychlosti

deformace D.

Konstitučńı model definuje objektivńı rychlost stavových veličin,

jež je nezávislá na rotaci tuhého tělesa (tj. nap̌r. pro napět́ı

uvažujeme T̊ a ne Ṫ).
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Kromě nejjednoduš̌śıch elastických model̊u budeme u konstitučńıch

model̊u pro geomateriály vždy uvažovat jako stavovou proměnnou

Cauchyho napět́ı T (či σ). Konstitučńı model v nejjdenoduš̌śı formě

bude tedy rovnice typu

T̊ = h(T,D)

jež se často pro malá p̌retvǒreńı a rotace aproximuje pomoćı

Ṫ = h(T, ε̇)
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V p̌ŕıpadě věťśıho množstv́ı stavových veličin muśıme definovat i

jejich evolučńı rovnice. Pro model jež uvažuje č́ıslo pórovitosti (e)

jako daľśı stavovou veličinu tedy můžeme funkci h vyjáďrit

Ṫ = h(T, ε̇, e)

a muśıme definovat funkci h2 definuj́ıćı rychlost ė.

ė = h2(ε̇, e) = −(1 + e) tr(ε̇)

Obdobně bychom postupovali i p̌ri věťśım množstv́ı stavových veličin.
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Časová závislost

V p̌ŕıpadě časově nezávislého konstitučńıho vztahu můžeme psát

h(T, γε̇, e) = γh(T, ε̇, e) = γṪ

Ř́ıkáme, že funkce h je positivně homogenńı prvńıho řádu vzhledem

k ε̇.

Až na reologické modely budou všechny prob́ırané vztahy časově

nezávislé.
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Stavové veličiny a parametry

Vždy muśıme striktně rozlǐsovat mezi stavovými veličinami a

parametry modelu.

• Stavové veličiny jsou proměnné definuj́ıćı stav materiálu. Měly by

být (alespoň teoreticky) mě̌ritelné v každém časovém okamžiku.

Nap̌r. napět́ı, pórovitost, sáńı, teplota. . . Pro výpočet je nutno

znát počátečńı hodnoty stavových veličin

• Parametry jsou konstanty charakterizuj́ıćı mechanické chováńı

materiálu. Nap̌r. úhel vniťrńıho ťreńı, Youngův modul pružnosti,

Poissonovo č́ıslo. . .
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Pružnost (elasticita)

Pružný konstitučńı vztah má v obecné podobě formu

σ̇ = M : ε̇

kde tenzor čtvrtého řádu M definuj́ıćı lineárńı transformaci mezi

tenzory rychlosti deformace ε̇ a napět́ı σ̇ se nazývá matice tuhosti.

Ekvivalentně je definována matice poddajnosti C jako

ε̇ = C : σ̇

Evidentně tedy plat́ı

C = M−1
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Lineárńı pružnost

V p̌ŕıpadě, že je matice tuhosti M konstantńı (model neuvažuje

žádné stavové proměnné, včetně napět́ı), potom můžeme naj́ıt

p̌ŕımou závislost mezi celkovým napět́ım a celkovým p̌retvǒreńım.

Ř́ıkáme, že se jedná o lineárńı pružnost.

σ =
∫
t

σ̇dt =
∫
t

(M : ε̇) dt = M :
∫
t

ε̇dt = M : ε
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Lineárńı izotropńı pružnost

V p̌ŕıpadě, že má materiál ve všech směrech shodné vlastnosti,

ř́ıkáme že je izotropńı.

Matice tuhosti je v p̌ŕıpadě lineárńı izotropńı pružnosti určena

dvěma parametry. Nejčastěji se použ́ıvaj́ı:

• Objemový modul K

• Smykový modul G

• Youngův modul E

• Poissonovo č́ıslo ν

• Lamého konstanta λ

• Oedometrický modul Eoed

Vždy pouze dva z těchto parametr̊u jsou nezávislé, s jejich pomoćı je

pak možno dopoč́ıtat ostatńı (viz. dále).
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Matici tuhosti M, jež je tenzorem čtvrtého řádu, lze znázornit v

maticovém tvaru (jako tenzor druhého řádu) t́ım způsobem, že

tenzory napět́ı a p̌retvǒreńı jsou uvažovány jako vektory:

σ = [σ11, σ22, σ33, σ12, σ13, σ23]

ε = [ε11, ε22, ε33, ε12, ε13, ε23]

plat́ı tedy σ̇ = M · ε̇ (σ̇i =Mijε̇j). Matice lineárńı izotropńı tuhosti

má potom tvar

M =
E

(1 + ν) (1− 2ν)


1− ν ν ν
ν 1− ν ν
ν ν 1− ν

1− 2ν
1− 2ν

1− 2ν
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V tenzorovém zápisu lze pak matici lineárńı isotropńı tuhosti zapsat

M =
E

1 + ν

(
I +

ν

1− 2ν
1⊗ 1

)
A matici poddajnosti jako

C = M−1 =
(

1 + ν

E

)
I − ν

E
(1⊗ 1)

Fyzikálńı význam Youngova modulu E a Poissonova č́ısla ν je

takový, že pro triaxiálńı axisymetrickou kompresi plat́ı

σ11 = Eε11 ν = − ε22
ε11



pružnost ideálńı plasticita plasticita se zpevněńım hypoplasticita reologické modely 24

Izotropńı lineárńı elasticita se někdy pomoćı smykového modulu G a

objemového modulu K, jež maj́ı následuj́ıćı význam:

q = 3Gεs p = Kεv

což lze zapsat pomoćı maticového zápisu[
ṗ

q̇

]
=
[
K 0
0 3G

] [
ε̇v
ε̇s

]
Lze ukázat, že vztah mezi G, K, E a ν je následuj́ıćı:

G =
E

2 (1 + ν)
K =

E

3(1− 2ν)
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Matice tuhosti má potom zápis

M =
(
K − 2

3
G

)
1⊗ 1 + 2GI

Dále se někdy definuje tzv. Lamého konstanta λ

λ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
= K − 2

3
G

s jej́ıž pomoćı se vyjáďreńı matice tuhosti zjednoduš́ı na

M = 2GI + λ1⊗ 1
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Nakonec si definujeme tzv. oedometrický modul Eoed jako poměr

axiálńıho napět́ı a p̌retvǒreńı p̌ri oedometrické zkoušce:

σ11 = Eoedε11

Opět se dá snadno ukázat, že

Eoed =
E(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)
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Určeńı parametr̊u pružnosti

Parametry pružnosti lze určit mnoha způsoby, věťsinou využ́ıváme

fyzikálńı význam jednotlivých parametr̊u:

• Vyhodnoceńım oedometrické zkoušky źıskáme oedometrický

modul Eoed (viz. definice). Pokud mě̌ŕıme radiálńı napět́ı v

oedometru či provád́ıme K0 zkoušku v triaxiálńım p̌ŕıstroji,

můžeme vypoč́ıst Poissonův součinitel ν pomoćı

K0 =
σ22

σ11
=

ν

1− ν
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Určeńı parametr̊u pružnosti

• Vyhodnoceńım standardńı drénované triaxiálńı zkoušky můžeme

zjistit velikost smykového modulu G, objemového modulu K či

Youngova modulu E (viz. jejich definice). Velikost Poissonova

součinitele ν lze źıskat z

ν =
∆ε11 −∆εv

2∆ε11

• Smykový modul G lze také vypoč́ıtat z rychlosti š́ı̌reńı smykových

vln (nap̌r. zkouška bender elementy, viz. ←úvod)

vs =

√
G

ρ

ρ je hustota prosťred́ı
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Lineárńı anizotropńı pružnost

V p̌ŕıpadě, že materiál nemá stejné vlastnosti ve všech směrech

(nelze libovolně zaměnit směry hlavńıch napět́ı), ř́ıkáme že je

anizotropńı.

Lineárńı pružnost má v obecném p̌ŕıpadě anizotropńıho materiálu 36

materiálových konstant! Pro geomateriály je nedokážeme určit.

U zemin ovšem často můžeme uvažovat, že jsou transverzálně
isotropńı (ortotropńı, cross-anizotropńı). Tzn. maj́ı shodné

vlastnosti v obou horizontálńıch směrech. Tato podḿınka plat́ı

kromě specielńıch p̌ŕıpadů jakými jsou geomateriály pobĺıž

smykových zón apod.
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Lineárńı ortotropńı pružnost

Transverzálně izotropńı elasticita má celkem 5 materiálových

parametr̊u: Ev, Eh, νv, νvh a Gvh. Smykové moduly v r̊uzných

směrech je možno mě̌rit pomoćı propagace smykových vln:

Př. Vs(hv). . . Vlna procházej́ıćı

horizontálně s vertikálńı polarizaćı

Vzhledem k ortotropii plat́ı nap̌r.

Gvh = Ghv Ghh =
Eh

2(1 + νhh)

⇒ Pouze 5 nezávislých parametr̊u.
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Lineárńı ortotropńı pružnost

Přestože nové metody propagace smykových vln umožńı nalézt

hodnoty pro všech 5 parametr̊u, často se využ́ıvaj́ı formulace s

redukovaným počtem parametr̊u na 3.

V těchto př́ıpadech je však jǐz nutné zavést předpoklady, jež
nejsou založené na fyzikálńıch základech, ale na pozorováńı!

Graham a Houlsby (1981) zavedli parametr α následuj́ıćım

způsobem:

α =
√
Eh
Ev

=
νhh
νvh

=
Ghh
Ghv
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Matici tuhosti lze pak zapsat v maticovém zápisu jako:

M =
E∗

(1 + ν∗) (1− 2ν∗)
1− ν∗ αν∗ αν∗

αν∗ α2(1− ν∗) α2ν∗

αν∗ α2ν∗ α2(1− ν∗)
1
2α(1− 2ν)

1
2α(1− 2ν)

1
2α(1− 2ν)


Index ∗ u E∗ a ν∗ je p̌ridán pro odlǐseńı od parametr̊u E a ν u

izotropńı elasticity.
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Lineárńı ortotropńı pružnost lze také definovat pomoćı invariant̊u

napět́ı a p̌retvǒreńı obdobně jako izotropńı pružnost:[
ṗ

q̇

]
=
[
K∗ J

J 3G∗

] [
ε̇v
ε̇s

]
Parametry K∗, G∗ a J lze vypoč́ıst z E∗, ν∗ a α.

Na rozd́ıl of izotropńı elasticity je parametr J r̊uzný od nuly. U
anizotropńıho materiálu smykové přetvořeńı ovlivňuje středńı
napět́ı a objemové přetvořeńı ovlivňuje smykové napět́ı.
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Shrnut́ı lineárńı pružnosti

Lineárńı pružnost je využitelná pro:

• Simulaci chováńı zemńıho masivu p̌ri velmi malých p̌retvǒreńıch

(dynamické problémy).

• Kalibraci numerických metod na základě analytických řešeńı, jež

máme jen pro nejjednoduš̌śı konstitučńı modely.

• Ale zejména je lineárně (či nelineárně, viz. dále) pružný vztah

ned́ılnou součást́ı pokročileǰśıch elasto-plastických model̊u.
Proto je mu nutno věnovat dostatečnou pozornost i p̌res to, že

zcela nevystihuje chováńı zemin p̌ri věťśıch p̌retvǒreńıch.
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Shrnut́ı lineárńı pružnosti

Model umožňuje/neumožňuje predikovat:

porušeńı
dilatance
nelinearita (v oboru menš́ıch p̌retvǒreńı)
hystereze
závislost tuhosti na napět́ı
vliv pórovitosti, kritické stavy
pamět’ na p̌redchoźı deformaci
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Shrnut́ı lineárńı pružnosti

Model umožňuje/neumožňuje predikovat:

porušeńı
dilatance
nelinearita (v oboru menš́ıch p̌retvǒreńı)
hystereze
závislost tuhosti na napět́ı
vliv pórovitosti, kritické stavy
pamět’ na p̌redchoźı deformaci
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Nelineárńı pružnost

Formulace nelineárně pružného modelu je ekvivalentńı lineárně

pružnému:

σ̇ = M : ε̇

V p̌ŕıpadě nelineárńı pružnosti ovšem neńı matice tuhosti M
konstantńı, ale záviśı na hodnotě stavových veličin. Z toho důvodu

muśı být model definován p̌ŕır̊ustkově.

σ =
∫
t

σ̇dt =
∫
t

(M : ε̇) dt 6= M :
∫
t

ε̇dt = M : ε
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Nelineárńı pružnost

Prvńı typ nelineárně elastických model̊u zohledňuje experimentálně

zjǐstěnou závislost modul̊u na napět́ı. Cauchyho napět́ı σ je tedy

stavovou veličinou.

Ohde (1939) definoval vztah vhodný pro popis oedometrické
stlačitelnosti

Eoed = E0

(
σax
σ0

)α
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Nelineárńı pružnost

Ohdeho rovnici stlačitelnosti je možno interpretovat na základě

mikromechanického popisu pomoćı Hertzovi teorie kontaktńıch

deformaćı. Pro zrnité prosťred́ı složené z kulových zrn v kubickém

uspǒrádáńı vyplývá

Eoed = kp1/3

Exponent α v Ohdeho rovnici lze interpretovat jako faktor

zohledňuj́ıćı tvar zrn a jejich uspǒrádáńı.
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Smykáńı

Pracovńı diagram drénované triaxiálńı zkoušky se často aproximuje

pomoćı hyperbolické rovnice:

q =
ε

a+ bε

Význam parametr̊u a a b je

následuj́ıćı:
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Pokles tečného Youngova modulu pro hyperbolickou rovnici źıskáme:

E =
∂q

∂ε
=

a

(a+ bε)2

V hyperbolickém vztahu (viz. ←) máme a = 1/E0i a b = 1/qmax,

tedy

E =
1/E0i

(1/E0i + ε/qmax)
2

Tento vztah vyjaďruje závislost E na napět́ı a p̌retvǒreńı. Přetvǒreńı

lze ale z formulace vyeliminovat. Ze základńıho vztahu źıskáme

ε =
qqmax

E0i (qmax − q)
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A dosazeńım źıskáme

E = E0i

(
1− q

qmax

)2

Duncan-Chang̊uv model

Vyvinut v 70. letech spojeńım hyperbolického modelu (↖) a Ohdeho

rovnice stlačitelnosti (←). Do hyperbolického vztahu včleńıme

Ohdeho rovnici:

E0i = E0

(
σr
σ0

)α
Dále definujeme parametr Rf jako poměr asymptotického napět́ı z

hyperbolicé rovnice (qmax) a napět́ı p̌ri porušeńı (qf):

Rf =
qf
qmax

≤ 1
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Duncan-Chang̊uv model

A využijeme Mohr-Coulombovu podḿınku porušeńı:

qf =
2c cosϕ+ 2σr sinϕ

1− sinϕ

č́ımž źıskáme vztah pro Duncan-Chang̊uv model:

E = E0

(
σr
σ0

)α [
1− qRf (1− sinϕ)

2c cosϕ+ 2σr sinϕ

]2
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Shrnut́ı Duncan-Changova modelu

Je žrejmé, že Duncan-Chang̊uv model se snaž́ı modelovat porušeńı
materiálu s pomoćı teorie elasticity.

Výsledkem je, že model umožňuje realistické predikce pouze pro

pracovńı diagram drénované triaxiálńı zkoušky pro prvotńı
přit́ı̌zeńı, pro něž byl vyvinut.

Pro obecné dráhy napět́ı ovšem model neńı spolehlivý. Model také

správně predikuje pouze pracovńı diagram, objemové změny v

pr̊uběhu smyku jsou p̌redpov́ıdány chybně. Zcela nerealistické jsou

p̌redpovědi pro odlehčeńı.
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Shrnut́ı Duncan-Changova modelu

Model umožňuje/neumožňuje predikovat:

porušeńı
dilatance
nelinearita (v oboru menš́ıch p̌retvǒreńı)
hystereze
závislost tuhosti na napět́ı
vliv pórovitosti, kritické stavy
pamět’ na p̌redchoźı deformaci

Přestože model predikuje nelinearitu v oboru malých p̌retvǒreńı,

tuhost v oboru velmi malých p̌retvǒreńı je vždy podhodnocena.
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Obor velmi malých p̌retvǒreńı

Z p̌redešlého vyplývá, že nelineárńı elasticita neńı vhodná pro

modelováńı chováńı zemin při věťśıch přetvořeńıch – zeminy se

nechovaj́ı elasticky, p̌retvǒreńı jsou nevratná.

Nicméně se ukazuje, že v oboru
velmi malých přetvořeńı (ε <

10−3%) lze uvažovat p̌retvǒreńı

jako vratná – elastická. Vhodný

nelineárně elastický model lze v

tomto oboru využ́ıt jako ingre-
dienci pro komplexněǰśı elasto-
plastické vztahy.
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Obor velmi malých p̌retvǒreńı
Viggiani and Atkinson (1995) vyvinuli vztah pro velikost smykového

modulu G na základě mě̌reńı tuhosti zemin p̌ri velmi malých

p̌retvǒreńıch pomoćı propagace smykových vln:

G

pr
= A

(
p

pr

)n
Rm0 (1)

pr je referenčńı napět́ı 1 kPa a R0 je stupěň p̌rekonsolidace. Vztah

lze kombinovat s objemový modulem K lineárně závislým na

sťredńım napět́ı p (Butterfield, 1979).

K =
p

κ∗
(2)

Č́ımž je plně definovaný nelineárně elastický model s parametry A,

n, m a κ∗ a stavovými proměnnými σ a R0.
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Obor velmi malých p̌retvǒreńı
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Pokles tuhosti s p̌retvǒreńım

Pro realistické modelováńı chováńı zemin p̌ri věťśıch p̌retvǒreńıch se

p̌redchoźı vztah kombinuje s teoríı plasticity (viz. dále). V některých

p̌ŕıpadech lze ale využ́ıt i jednoduchý model, kdy do p̌redchoźıho

vztahu zavedeme i závislost tuhosti na p̌retvǒreńı, jež je pak
stavovou proměnnou.
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Pokles tuhosti s p̌retvǒreńım

Př́ıkladem může být následuj́ıćı vztah:

G = G0 pro εs < R

K = K0 pro |εv| < R

jinak

G = G0

(
R

εs

)γ
; K = K0

(
R

|εv|

)δ
G0 a K0 jsou poč́ıtány pomoćı rovnic (1) a (2). Takovýto model

uvažuje nav́ıc parametry R, γ a δ a stavovou proměnnou ε.
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Pokles tuhosti s p̌retvǒreńım
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Shrnut́ı nelineárně elastického modelu s
p̌retvǒreńım jako stavovou proměnnou

Model umožňuje/neumožňuje predikovat:

porušeńı
dilatance
nelinearita (v oboru menš́ıch p̌retvǒreńı)
hystereze
závislost tuhosti na napět́ı
vliv pórovitosti, kritické stavy
pamět’ na p̌redchoźı deformaci

Přesto model může být vhodný pro predikce některých

geotechnických úloh kde docháźı pouze k malým p̌retvǒreńım.
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Ideálńı plasticita

Základńı charakteristikou elasto-plastických model̊u je, že se

p̌retvǒreńı děĺı na vratná (elastická) εe a nevratná (plastická) εp.

ε = εe + εp

Elasto-plastický konstitučńı vztah má v obecné podobě formu:

σ̇ = Mep : ε̇ = Me : ε̇e = Me : (ε̇− ε̇p)

kde Me je elastická matice tuhosti (z p̌redchoźı kapitoly) a Mep je

tzv. elasto-plastická matice tuhosti.
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Podḿınka plastického zatěžováńı

Elasto-plasticita zavád́ı podḿınku jež ”p̌reṕıná” mezi dvěma

základńımi způsoby deformace: elastickou a elasto-plastickou,

nazývanou podmı́nka plastického zatěžováńı.
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Pokud je deformace elastická, potom

ε̇p = 0 a ε̇ = ε̇e

Pokud je deformace elasto-plastická, potom

ε̇p 6= 0 a ε̇ = ε̇e + ε̇p

Pro rozlǐseńı zda docháźı k elastické či elasto-plastické deformaci

použ́ıváme tzv. podmı́nku plasticity f . U ideálně plastických
model̊u je podḿınka plasticity závislá pouze na stavové proměnné

napět́ı, tedy f(σ).
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Pomoćı podḿınky plasticity f(σ) definujeme tzv. plochu plasticity
f(σ) = 0, která vymezuje v prostoru napět́ı část v ńıž lež́ı všechny

dosažitelné stavy zeminy.

Stav zeminy uvnitř plochy plasticity je definovaný jako f(σ) < 0,

stav na ploše plasticity pomoćı f(σ) = 0. Stav vně plochy plasticity

f(σ) > 0 je fyzikálně nep̌ŕıpustný.

Podmı́nka plastického zatěžováńı ř́ıká, že:

Deformace materiálu je elasto-plastická, pokud je stav na
ploše plasticity a současně př́ır̊ustek přetvořeńı směřuje k
”přitěžováńı”
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Pro stavy na ploše plasticity f(σ) = 0 zjist́ıme, zda p̌ŕır̊ustek

deformace smě̌ruje k elasto-plastickému p̌ritěžováńı či elastickému

odlehčováńı pomoćı tzv. zkušebńıho př́ır̊ustku napět́ı σ̇e

σ̇e = Me : ε̇

Podḿınka plastického zatěžováńı je demonstrována na následuj́ıćım

obrázku. (a) odpov́ıdá elasto-plastickému p̌ritěžováńı a (b) a (c)

elastické deformaci
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Matematicky zaṕı̌seme podḿınku plasticity následuj́ıćı způsobem:

(a) Stav napět́ı je na ploše plasticity a zkušebńı p̌ŕır̊ustek σ̇e smě̌ruje

vně plochu plasticity ⇒ Docháźı k elasto-plastickému p̌ritěžováńı.

f(σ) = 0 ∧ ∂f

∂σ
: σ̇e > 0

(b) Stav napět́ı je na ploše plasticity a zkušebńı p̌ŕır̊ustek σ̇e smě̌ruje

dovniťr či podél plochy plasticity ⇒ Odezva je elastická.

f(σ) = 0 ∧ ∂f

∂σ
: σ̇e ≤ 0

(c) Stav napět́ı je uvniťr plochy plasticity ⇒ Odezva je elastická.

f(σ) < 0
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Podḿınky plasticity

Z p̌redešlého vyplývá, že podḿınka plasticity f(σ) je základńı

ingredience elasto-plastických model̊u. Mezi nejpouž́ıvaňeǰśı

podḿınky plasticity paťŕı:

• Mohr-Coulombova podḿınka plasticity
Je definována konstantńım úhlem vnitřńıho třeńı pomoćı

f(σ) = τ + σ tanϕ− c = 0

kde τ a σ jsou smyková a normálová napět́ı na smykové ploše, ϕ

je úhel vniťrńıho ťreńı a c je soudržnost vyjaďruj́ıćı smykovou

pevnost p̌ri nulovém normálovém napět́ı.
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• Mohr-Coulombova podḿınka plasticity
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• Mohr-Coulombova podḿınka plasticity
Pro numerickou implementaci Mohr-Coulombovy podḿınky

plasticity je vhodněǰśı zápis pomoćı maximálńıch a minimálńıch

hlavńıch napět́ı:

f(σ) =
1
2

(σ1 − σ3) +
1
2

(σ1 + σ3) sinϕ− c cosϕ = 0

σ1 a σ3 jsou maximálńı a minimálńı hlavńı napět́ı, poč́ıtaná jako

vlastńı č́ısla tenzoru napět́ı (viz. p̌rednášky, část 1.)

Je tedy žrejmé, že na tvar Mohr-Coulombovy podḿınky plasticity

nemá vliv středńı hlavńı napět́ı.
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• Mohr-Coulombova podḿınka plasticity
V prostoru hlavńıch napět́ı má Mohr-Coulombova plocha plasticity

tvar pravidelného šestibokého jehlanu. ”Hrany” (singularity pro

výpočet gradientu) mohou působit numerické problémy.
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• Drucker-Pragerova podḿınka plasticity
Je definována konstantńım poměrem deviátorového napět́ı q a
středńıho napět́ı p.

f(σ) = q −Mp− k = 0

q

k
p

M
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• Drucker-Pragerova podḿınka plasticity
V prostoru hlavńıch napět́ı má Drucker-Pragerova podḿınka tvar

rotačńıho kužele (p̌ripomeňme, že deviátorové napět́ı q vyjaďruje

v prostoru hlavńıch napět́ı vzdálenost bodu od osy σ1 = σ2 = σ3).
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• Drucker-Pragerova podḿınka plasticity

Pomoćı hlavńıch napět́ı se Drucker-Pragerova podḿınka plasticity

zaṕı̌se jako

f(σ) =

√
1
2

[(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2]+

1
3
M(σ1 + σ2 + σ3)− k = 0

Sťredńı hlavńı napět́ı má tedy na tvar Drucker-Pragerovy

podḿınky plasticity stejný vliv jako minimálńı a maximálńı hlavńı

napět́ı.
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• Porovnáńı Drucker-Pragerovy a Mohr-Coulombovy
podḿınky plasticity

V deviátorové rovině (viz. p̌redášky, 1. část) maj́ı

Drucker-Pragerova a Mohr-Coulombova podḿınka následuj́ıćı tvar:
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• Porovnáńı Drucker-Pragerovy a Mohr-Coulombovy
podḿınky plasticity

Z čehož vyplývá, že vztah mezi parametry ϕ, c, M a k lze nalézt

pouze pro speciálńı stavy napjatosti. Nap̌r. pro triaxiálńı

axisymetrické stlačeńı plat́ı:

M =
6 sinϕ

3− sinϕ
a k =

6c cosϕ
3− sinϕ
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• Porovnáńı Drucker-Pragerovy a Mohr-Coulombovy
podḿınky plasticity

Přestože Drucker-Pragerova podḿınka je výhodná z

matematického hladiska (kromě vrcholu jehlanu nemá singulárńı

body), ukazuje se, že chováńı zemin má mnohem bĺı̌ze
Mohr-Coulombově podḿınce.

Tedy: zeminy se (p̌ribližně, viz. dále) vyznačuj́ı konstantńım
úhlem vnitřńıho třeńı v kritickém stavu ϕc, ne konstantńım

poměrem q/p.

Kalibrováńı Drucker-Pragerovy podḿınky na základě zkoušky v

triaxiálńım stlačeńı vede k výraznému nadhodnoceńı úhlu vniťrńıho

ťreńı v triaxiálńım roztažeńı i v rovinném p̌retvá̌reńı.
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• Ostatńı podḿınky plasticity

Ukazuje se, že skutečné chováńı zemin má bĺıže

Mohr-Coulombově podḿınce, než Drucker-Pragerově:

Drucker−Prager

Lade

data z Kirkgard a Lade (1993)
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• Ostatńı podḿınky plasticity

V reakci na experimenty vzešla snaha definovat podḿınky porušeńı

jež vystihuj́ı experimentálńı data, tedy takové jež jsou obdobné

Mohr-Coulombově podḿınce, nemaj́ı však singularity (”hrany”)

Mezi nejúspěšněǰśı paťŕı:

? Podḿınka Matsuoka-Nakai

f(σ) =
I1
I2I3

+
cos2ϕ

9− sin2ϕ
= 0

I1, I2 a I3 jsou invarianty tenzoru napět́ı σ. Podḿınka dává

stejný úhel vniťrńıho ťreńı ϕ p̌ri triaxiálńım stlačeńı a roztažeńı a

o něco vyš̌śı ϕ pro ostatńı stavy napjatosti.



pružnost ideálńı plasticita plasticita se zpevněńım hypoplasticita reologické modely 71

? Ladeho podḿınka

f(σ) =
(
I3
1

I3
− 27

)(
I1
pa

)m
= 0

m je materiálový parametr, pa je referenčńı napět́ı (atmosférický

tlak). Podḿınka predikuje vyš̌śı úhel vniťrńıho ťreńı pro triaxiálńı

roztažeńı než pro triaxiálńı stlačeńı (viz. obr. ←).
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Rychlost plastického p̌retvǒreńı

Z p̌ŕır̊ustkové (rychlostńı) formulace elasto-plastického modelu

σ̇ = Mep : ε̇ = Me : (ε̇− ε̇p)

vyplývá, že model je plně definovaný pokud známe bud’ rychlost

plastického p̌retvǒreńı ε̇p, či elasto-plastickou matici Mep.

Z p̌redešlého vyplývá, že ε̇p (či Mep) hledáme pouze pokud

podḿınka plastického zatěžováńı indikuje elasto-plastickou

deformaci. Jinak ε̇p = 0 a Mep = Me.
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Rychlost plastického p̌retvǒreńı

Nejprve budeme studovat, jak zjist́ıme rychlost plastického

p̌retvǒreńı ε̇p. Rychlost plastického p̌retvǒreńı vypočteme pomoćı:

ε̇p = λm

Kde tenzor m udává jej́ı směr a skalárńı veličina λ (nazývaná

plastický násobitel) jej́ı velikost.
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Plastický potenciál

Pro výpočet směru plastického p̌retvǒreńı m definujeme tzv. plochu
plastického potenciálu g(σ).

Směr plastického p̌retvǒreńı je roven normále na plochu plas-

tického potenciálu

tedy

m =
∂g

∂σ

Je tedy žrejmé, že směr p̌ŕır̊ustku plastického p̌retvǒreńı záviśı pouze

na aktuálńım stavu napjatosti σ, ne na rychlosti napět́ı σ̇.

Rovnice pro m se nazývá zákon tečeńı (flow rule).
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Plastický potenciál

Význam plastického potenciálu je demonstrován na obrázku:

Je žrejmé, že vhodně zvolený plastický potenciál umožňuje simulovat

jak kontraktanci, tak dilatanci zeminy.
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Sdružená a nesdružená plasticita

Pokud je funkce plastického potenciálu g(σ) shodná s podḿınkou

plasticity f(σ), hovǒŕıme o tzv. sdružené plasticitě (associated
plasticity), v opačném p̌ŕıpadě o nesdružené plasticitě
(non-associated plasticity).

Modely sdružené plasticity jsou výhodněǰśı z matematického hlediska

(nap̌r. maj́ı symetrickou matici tuhosti Mep). Pro zeminy se

použ́ıvaj́ı oba typy model̊u, velmi obecně se dá ř́ıci že modely

sdružené plasticity jsou dostatečné pro simulováńı chováńı j́ıl̊u,

nesdružená plasticita se využ́ıvá pro simulaci chováńı zrnitých

materiál̊u (ṕısky, . . . ).
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Plastický násobitel λ

Zopakujme, že rychlost plastického p̌retvǒreńı vypoč́ıtáme pomoćı

ε̇p = λm = λ
∂g

∂σ

Velikost plastického násobitele λ urč́ıme z tzv. podmı́nky
konzistence, jež stanovuje, že

Při elasto-plastickém přitěžováńı muśı napět́ı z̊ustat na ploše
plasticity, tedy po př́ır̊ustku přetvořeńı muśı stále platit
f(σ) = 0.
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Plastický násobitel λ
Pro ideálně plastický model lze podḿınku konzistence zapsat

matematicky jako
∂f

∂σ
: σ̇ = n : σ̇ = 0

(Tenzor n je definujeme jako gradient podḿınky plasticity ∂f/∂σ).

Protože

σ̇ = Me : (ε̇− ε̇p)
můžeme podḿınku konzistance zapsat

n : [Me : (ε̇− ε̇p)] = 0

Dosad́ıme vztah pro výpočet rychlosti plastického p̌retvǒreńı ε̇p a

źıskáme

n : [Me : (ε̇− λm)] = 0
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Plastický násobitel λ

Což (s využit́ım tenzorového počtu, viz. p̌rednášky, část 1.) můžeme

rozepsat jako

n : Me : ε̇− n : Me : λm = 0

tedy

n : Me : ε̇ = λ (n : Me : m)

z čehož źıskáme vztah pro plastický násobitel λ:

λ =
n : Me

n : Me : m
: ε̇
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Elasto-plastická matice tuhosti Mep

Vztah pro elasto-plastickou matici tuhosti Mep źıskáme dosazeńım

výrazu pro rychlost plastického p̌retvǒreńı ε̇p do p̌ŕır̊ustkové

formulace elasto-plastického modelu:

σ̇ = Me :
[
ε̇−

(
n : Me

n : Me : m
: ε̇
)

m
]

=

Me : ε̇−Me :
(

n : Me : ε̇
n : Me : m

)
m =

Me : ε̇− 1
n : Me : m

[(Me : m) (n : Me : ε̇)]
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Elasto-plastická matice tuhosti Mep

Nyńı můžeme využ́ıt pravidlo, jež jsme si prokázali v p̌rednáškách,

část 1:

C(A : B) = (C⊗A) : B

na rovnici

σ̇ = Me : ε̇− 1
n : Me : m

[(Me : m) (n : Me : ε̇)]
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Elasto-plastická matice tuhosti Mep

Nyńı můžeme využ́ıt pravidlo, jež jsme si prokázali v p̌rednáškách,

část 1:

C(A : B) = (C⊗A) : B

na rovnici

σ̇ = Me : ε̇− 1
n : Me : m

[
(
'
&

$
%Me : m)
('
&

$
%n : Me :
�
�
�
�ε̇
)]

C A B
Můžeme tedy psát

σ̇ = Me : ε̇− 1
n : Me : m

[(Me : m)⊗ (n : Me)] : ε̇
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Elasto-plastická matice tuhosti Mep

Výraz můžeme sloučit na

σ̇ =
[
Me − (Me : m)⊗ (n : Me)

n : Me : m

]
: ε̇

Porovnáńım s

σ̇ = Mep : ε̇

zjist́ıme výraz pro elasto-plastickou matici tuhosti

Mep = Me − (Me : m)⊗ (n : Me)
n : Me : m
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Pružný prediktor a plastický korektor

Význam p̌ŕır̊ustku plastického p̌retvǒreńı ε̇ v elasto-plastickém

konstitučńım vzathu lze demonstrovat následovně:

σ̇ = Me : (ε̇− ε̇p) = Me : ε̇−Me : ε̇p = σ̇e −Me : ε̇p

σ̇e nazýváme pružný prediktor p̌ŕır̊ustku napět́ı a Me : ε̇p plastický
korektor.
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Mohr-Coulomb̊uv konstitučńı model

Z p̌redchoźıho vyplývá, že ideálně plastický konstitučńı model je

plně specifikován pomoćı:

• Elastické matice tuhosti Me

• Podḿınky plasticity f(σ)
• Plastického potenciálu g(σ)

Mohr-Coulombův konstitučńı model je nejpouž́ıvaněǰśım ideálně
plastickým konstitučńım modelem v geomechanice.

• Elastická matice tuhosti Me Mohr-Coulombova konstitučńıho

modelu odpov́ıdá lineárńı isotropńı elasticitě. Chováńı uvniťr plochy

plasticity je tedy kontrolováno pomoćı dvou parametr̊u, nap̌r. E a ν

(viz. lineárńı isotropńı elasticita ←).
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Mohr-Coulomb̊uv konstitučńı model

• Podḿınka plasticity f(σ) odpov́ıdá Mohr-Coulombově podmı́nce
plasticity (viz. ←).

f(σ) =
1
2

(σ1 − σ3) +
1
2

(σ1 + σ3) sinϕ− c cosϕ

• Plastický potenciál g(σ) má obdobnou formulaci jako podḿınka

plasticity:

g(σ) =
1
2

(σ1 − σ3) +
1
2

(σ1 + σ3) sinψ

Parametr ψ se nazývá úhel dilatance. Pokud ψ = ϕ, jedná se o

sdruženou plasticitu.
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Význam parametr̊u Mohr-Coulombova
modelu

Mohr-Coulombův model tedy uvažuje 5 parametr̊u (E, ν, ϕ, c a ψ)

a jednu tenzorovou stavovou proměnnou (σ). Význam prvńıch čty̌r

parametr̊u je žrejmý z p̌redchoźıho výkladu.

Úhel dilatance ψ můžeme zjistit nap̌r. vyhodnoceńım standardńı

kompresńı triaxiálńı zkoušky, kde plat́ı:

∆εpv
∆εps

=
6 sinψ

3− sinψ
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Význam parametr̊u Mohr-Coulombova
modelu

Plocha plastického potenciálu Mohr-Coulombova modelu zobrazená

v prostoru daném invarianty napět́ı p a q:

p

q

6sinψ
1

∆εv

s∆εp

p

∆εp

ψsin3−
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Kalibrace Mohr-Coulombova modelu

V následuj́ıćım bude demonstrován vliv jednotlivých parametr̊u

Mohr-Coulombova modelu na p̌redpověd’ výsledk̊u drénované
triaxiálńı zkoušky a způsob kalibrace modelu.

• Youngův modul E:
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Kalibrace Mohr-Coulombova modelu

• Poissonovo č́ıslo ν:
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Kalibrace Mohr-Coulombova modelu

• Úhel vniťrńıho ťreńı ϕ a efek-

tivńı soudržnost c jsou kalibrovány

proložeńım obálky pevnosti (vy-

hodnoceńım několika smykových

zkoušek).
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failure envelope

M-C model neumožňuje modelovat povrcholový pokles pevnosti,

výběr vrcholových či kritických parametr̊u tedy zálež́ı na studovaném

geotechnickém problému.
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Kalibrace Mohr-Coulombova modelu

• Úhel vniťrńıho ťreńı ϕ a efektivńı soudržnost c – vliv parametr̊u na

p̌redpověd’ drénované triaxiálńı zkoušky (v grafech pouze vliv ϕ, v

daném zobrazeńı pro jednu zkoušku je vliv c ekvivalentńı).
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Kalibrace Mohr-Coulombova modelu

• Úhel dilatance ψ:
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Shrnut́ı Mohr-Coulombova modelu

Model umožňuje/neumožňuje predikovat:

porušeńı
dilatance
nelinearita (v oboru menš́ıch p̌retvǒreńı)
hystereze
závislost tuhosti na napět́ı
vliv pórovitosti, kritické stavy
pamět’ na p̌redchoźı deformaci

Pro dráhy napět́ı jež nevedou k obálce pevnosti (nap̌r. pro

oedometrické či izotropńı stlačováńı) predikuje model elastické

chováńı, což neńı realistické.
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Numerická implementace ideálně
plastického modelu

”Subroutiny” definuj́ıćı konstitučńı model v programu pro

numerickou metodu pracuj́ı v nejjednoduš̌śım p̌ŕıpadě následuj́ıćım

způsobem:

Program p̌redá subroutině informace o aktuálńı hodnotě stavových
veličin (u ideálně plastického modelu pouze napět́ı σinit), rychlosti
přetvořeńı ε̇ a časovém kroku ∆t

Subroutina vrát́ı programu nové hodnoty stavových veličin (u

ideálně plastického modelu σnew = σinit + ∆σ) a rychlost
plastického přetvořeńı ε̇p.
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V nejjednoduš̌śım p̌ŕıpadě dostatečně malého časového kroku ∆t
prob́ıhá numerická integrace konstitučńıho modelu následovně:

1. Kontrola podmı́nky plastického zatěžováńı

Elastická ⇒ ε̇p = 0
Elasto-plastická ⇒ ε̇p = λm

2. ε̇e = ε̇− ε̇p

3. σ̇ = Me : ε̇e

4. ∆σ = ∆tσ̇
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Plasticita se zpevněńım

Ideálně plastické modely predikuj́ı plastická p̌retvǒreńı pouze pro

dráhy napět́ı vedoućı k obálce pevnosti, ostatńı dráhy napět́ı

prob́ıhaj́ı pouze v pružném oboru.

To je v zásadńım rozporu s experimentem. Plastická p̌retvǒreńı

vznikaj́ı i p̌ri nap̌r. oedometrické či isotropńı zkoušce stlačitelnosti:
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Při p̌rit́ıžeńı sleduje ǩrivka pracovńıho diagramu p̌ribližně ǩrivku po

odlehčeńı až do předchoźıho maximálńıho napět́ı

⇒ Zemina si ”pamatuje” p̌redchoźı maximálńı zat́ıžeńı.

Tento jev nelze modelovat pomoćı ideálně plastických model̊u, kde

je plocha plasticity v prostoru napět́ı neměnná.
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Je ťreba umožnit změnu velikosti plochy plasticity p̌ri zatěžováńı

Plocha plasticity se tedy odlǐsuje od podḿınky porušeńı.
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Takovýto model nazýváme plastický se zpevněńım

Na rozd́ıl od ideálně plastického modelu muśı tento model uvažovat

daľśı stavovou proměnou (či stavové proměnné), která definuje

aktuálńı tvar a velikost plochy plasticitym (nap̌r. χ). Plocha

plasticity je potom funkćı f(σ, χ). Proměnná χ se nazývá pamět’ová
proměnná.

Pokud plocha plasticity pouze měńı velikost p̌ri zachováńı svého

tvaru, postačuje pro popis plochy plasticity jediná pamět’ová

proměnná. Hovǒŕıme pak o plasticitě s izotropńım zpevněńım.
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Model muśı definovat evolučńı rovnici pro pamět’ovou proměnnou

(viz. ← úvod do konstitučńıho modelováńı). Obvykle se uvažuje χ̇

funkćı rychlosti plastického p̌retvǒreńı ε̇p.

V p̌ŕıpadě, že χ̇ je funkćı pouze rychlosti plastického objemového

p̌retvǒreńı ε̇pv, hovǒŕıme o plasticitě s izotropńım objemovým
zpevněńım. Obdobně definujeme smykové zpevněńı (χ̇ je funkćı ε̇ps).
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Podḿınka konzistence pro plasticitu se
zpevněńım

I p̌res to, že plocha plasticity neńı u plastického modelu se

zpevněńım konstantńı v prostoru napět́ı, muśı stejně jako u idelálně

plastického modelu platit f(σ, χ) ≤ 0.

Je nutno modifikovat vztah pro výpočet plastického násobitele λ.

Podḿınka konzistence má nyńı tvar:

∂f

∂σ
: σ̇ +

∂f

∂χ
χ̇ = 0

V p̌ŕıpadě, že χ̇ je pouze funkćı ε̇p, můžeme psát

∂f

∂σ
: σ̇ +

∂f

∂εp
: ε̇p = 0
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Plat́ı tedy (viz. ← ideálńı plasticita)

n : [Me : (ε̇− λm)] +
∂f

∂εp
: λm = 0

n : Me : ε̇− n : Me : λm + λ
∂f

∂εp
: m = 0

z čehož źıskáme vztah pro plastický násobitel λ pro plasticitu se

zpevněńım:

λ =
n : Me

− ∂f

∂εp
: m + n : Me : m

: ε̇
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Modul plasticity

Skalárńı proměnnou

H = − ∂f

∂εp
: m

nazýváme modul plasticity.

Plastický násobitel λ tedy můžeme vyjáďrit jako

λ =
n : Me

H + n : Me : m
: ε̇
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Význam modulu plasticity

Význam modulu plasticity je pro jednorozměrný p̌ŕıpad

demonstrován na následuj́ıćım obrázku:

Je žrejmé, že pružné chováńı lze definovat pomoćı H →∞ a ideálně

plastické jako H = 0. S pomoćı modulu plasticity lze také

modelovat povrcholové změkčeńı materiálu (H < 0).
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Model Cam j́ılu (Modified Cam clay)
Nejpopulárněǰśı pružno-plastický konstitučńı model s izotropńım

zpevněńım pro zeminy.

Vyvinut v šedesátých letech minulého stolet́ı v Cambridge.

Bezpochyby se jedná o mezńık v moderńı mechanice zemin.

Jedná se o prvńı model v těchto p̌rednáškách jež uvažuje pórovitost

(nebo, ekvivalentně, p̌rekonsolidačńı napět́ı) jako stavovou

proměnnou. Má v sobě zahrnutu koncepci kritických stav̊u i mezńı
plochu (viz. ← úvod do chováńı zemin).

⇒ Model umožňuje modelovat zeminy s r̊uznou pórovitost́ı pomoćı

jedné sady parametr̊u (na rozd́ıl od Mohr-Coulombova modelu).
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Zopakujme, že elasto-plastický konstitučńı model se zpevněńım je

plně definován pomoćı:

• Elastické matice tuhosti Me

• Podḿınky plasticity f(σ, χ)
• Plastického potenciálu g(σ, χ)
• Evolučńımi rovnicemi pro stavové proměnné χ̇

Model Cam j́ılu uvažuje č́ıslo pórovitosti e jako stavovou proměnnou

(χ v obecném zápisu ↑). Jej́ı evolučńı rovnice je tedy dána jednoduše

jako

ė = −(1 + e)ε̇v
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Elastická matice tuhosti Me

Model Cam j́ılu uvažuje nelineárńı izotropńı elasticitu s

konstantńım smykovým modulem G (jenž je parametrem modelu)
a objemovým modulem K závislým na napět́ı a pórovitosti.

Pro výpočet objemového modulu

K definujeme parametr κ jako

směrnici čáry odlehčeńı v grafu

ln p : (1 + e)

pc

Critical state line

ln p

1+e

Isotr. normal compression line

N

current state
Isotr. unloading line

1

1

λ

κ
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Matematicky čáru odlehčeńı zaṕı̌seme jako

1 + e = const.− κ ln p

Již lze zapsat p̌ŕır̊ustkově jako

ė = − κ

p
ṗ

Protože

ė = −(1 + e)ε̇v
tak máme

(1 + e)ε̇v =
κ

p
ṗ

Z čehož źıskáme výraz pro objemový modul K

K =
ṗ

ε̇v
=

(1 + e)p
κ

Je žrejmé že pórovitost e je uvažována jako stavová proměnná.
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Podḿınka plasticity f(σ, e)
Plocha plasticity f(σ, e) = 0 má v prostoru invariant̊u napět́ı p : q
tvar elispy:

o rovnici

f = q2 +M2p2 −M2ppc
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Ve výrazu

f = q2 +M2p2 −M2ppc

Jsou zavedeny dvě nové skalárńı veličiny: M a pc.

• M je parametr modelu jež definuje směrnici čáry kritických stav̊u

v prostoru invariant̊u napět́ı p : q. Kritické stavy jsou v prostoru

napět́ı definovány podḿınkou shodnou s Drucker-Pragerovou

podḿınkou plasticity. Pro triaxiálńı stlačeńı tedy plat́ı

M =
6 sinϕc

3− sinϕc

Kde ϕc je kritický úhel vniťrńıho ťreńı.
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• pc je překonsolidačńı napět́ı, viz. obr.:

pc

Critical state line

ln p

1+e

Isotr. normal compression line

N

current state
Isotr. unloading line

1

1

λ

κ

Z obrázku vyplývá, že ex-

istuje p̌ŕımá závislost mezi

p̌rekonsolidačńım napět́ım pc a

stavovou proměnnou e, s využit́ım

parametr̊u λ a N , jejichž význam

je z obrázku také žrejmý.

Snadno lze ukázat, že:

pc = exp
(

1 + e−N + κ ln p
κ− λ

)
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Překonsolidačńı napět́ı pc je někdy uvažováno jako stavová

proměnná ḿısto č́ısla pórovitosti e. Vzhledem k p̌ŕımému vztahu

mezi pc a e jsou obě formulace (pomoćı pc a e) ekvivalentńı!

Rychlost pc zjist́ıme z formulace čáry normálńı stlačitelnosti (viz. ←)

1 + e = N − λ ln pc

Již lze zapsat p̌ŕır̊ustkově jako

ė = − λ

pc
ṗc

Plat́ı tedy

ε̇v =
λ

pc(1 + e)
ṗc
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Do výrazu

ε̇v = ε̇ev + ε̇pv

Lze dosadit vyjáďreńı pro elastické objemové p̌retvǒreńı (←)

λ

pc(1 + e)
ṗc =

κ

pc(1 + e)
ṗc + ε̇pv

Z čehož źıskáme

ṗc =
pc(1 + e)
λ− κ

ε̇pv

Model Cam j́ılu je vyvinut v rámci

plasticity s izotropńım objemovým zpevněńım .
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Plastický potenciál g(σ, e)
Model Cam j́ılu je vyvinut v rámci sdružené plasticity, plastický

potenciál g(σ, e) = 0 je tedy shodný s podḿınkou plasticity

f(σ, e) = 0:

g = q2 +M2p2 −M2ppc

Směr p̌ŕır̊ustku plastického p̌retvǒreńı lze tedy graficky znázornit

následovně:
p
s

v
p

c
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Předpověd’ kritických stav̊u

a) Mı́rně p̌rekonsolidovaná (kyprá) zemina

p

q q

ε s
p

ε v
p

ε v

ε s

ε s

pε
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Předpověd’ kritických stav̊u

a) Mı́rně p̌rekonsolidovaná (kyprá) zemina

p

q q

ε s
p

ε v
p

ε v

ε s

ε s

pε

pε
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Předpověd’ kritických stav̊u

a) Mı́rně p̌rekonsolidovaná (kyprá) zemina

p

q q

ε s
p

ε v
p

ε v

ε s

ε s

pε

pε
pε
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Předpověd’ kritických stav̊u

a) Mı́rně p̌rekonsolidovaná (kyprá) zemina

p

q q

ε s
p

ε v
p

ε v

ε s

ε s

pε

pε
pε
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Předpověd’ kritických stav̊u

b) Silně p̌rekonsolidovaná (hutná) zemina
pε

vε
ε s

p

q q

ε s
p

ε v
p

ε s
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Předpověd’ kritických stav̊u

b) Silně p̌rekonsolidovaná (hutná) zemina
pε

vε
ε s

p

q q

ε s
p

ε v
p

ε s

pε
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Předpověd’ kritických stav̊u

b) Silně p̌rekonsolidovaná (hutná) zemina
pε

vε
ε s

p

q q

ε s
p

ε v
p

ε s

pε pε
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Předpověd’ kritických stav̊u

b) Silně p̌rekonsolidovaná (hutná) zemina
pε

vε
ε s

p

q q

ε s
p

ε v
p

ε s

pε pε
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Mezńı plocha

Jak bylo v úvodu p̌redesláno, model Cam j́ılu predikuje mezńı plochu
jako vymezeńı všech p̌ŕıpustných stav̊u zeminy v prostoru

napět́ı-pórovitost.

p’

e

q

isotropic NCL

CSL

State Boundary Surface

K  NCL0
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Shrnut́ı parametr̊u modelu Cam j́ılu
Model Cam j́ılu je charakterizován celkem pěti parametry: M , G, κ,
λ a N .

Parametr M charakterizuje sklon obálky kritické pevnosti v

zobrazeńı p : q.

Parametr G je elastický smykový

modul.

Význam parametr̊u κ, λ a N

vyplývá z obrázku:

pc

Critical state line

ln p

1+e

Isotr. normal compression line

N

current state
Isotr. unloading line

1

1

λ

κ
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Kalibrace modelu Cam j́ılu - hutná zemina

Parametry modelu Cam j́ılu: M = 0.88, G = 2MPa, κ = 0.016,

λ = 0.11 a N = 1.375.
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Předpověd’ modelu Cam j́ılu - kyprá zemina

Pro simulaci laboratorńı zkoušky na kypré zemině byly jak pro

Mohr-Coulombův model, tak pro model Cam j́ılu využity pouze
parametry kalibrované pomoćı zkoušky na hutné zemině!
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Shrnut́ı modelu Cam j́ılu

Model umožňuje/neumožňuje predikovat:

porušeńı
dilatance
nelinearita (v oboru menš́ıch p̌retvǒreńı)
hystereze
závislost tuhosti na napět́ı
vliv pórovitosti, kritické stavy
pamět’ na p̌redchoźı deformaci
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Hlavńı nevýhody modelu Cam j́ılu

Za hlavńı nevýhodu modelu Cam j́ılu (a elasto-platických model̊u s

izotropńım zpevněńım obecně) lze považovat fakt, že chováńı uvnitř
mezńı plochy je pružné.

Zákonitě tedy, model neńı vhodný pro simulaci chováńı

p̌rekonsolidovaných zemin p̌ri malých p̌retvǒreńıch, kdy je stav

napět́ı-pórovitosti uvniťr mezńı plochy. Experimentálńı výsledky

prokazuj́ı, že i překonsolidované zeminy se chovaj́ı nelineárně.

Model je proto také zcela nevhodný pro simulaci cyklického

namáháńı.
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Z velkého množstv́ı pokročilých konstitučńıch model̊u, jež řeš́ı i tento

problém, se v krátkosti seznáḿıme se dvěma skupinami:

• Elasto-plastické modely s kinematickým a kombinovaným

zpevněńım

• Hypoplastické modely
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Plasticita s kinematickým a kombinovaným
zpevněńım

Při kinematickém zpevněńı může plocha plasticity měnit svou

polohu, nap̌r. translačńım či rotačńım pohybem.

Pokud se plocha plasticity nejen pohybuje, ale může i měnit velikost,

hovǒŕıme o kombinovaném zpevněńı (může být kombinaćı

izotropńıho a kinematického zpevněńı).

Model samožrejmě muśı uvažovat daľśı stavové proměnné (věťsinou

tenzorové), jež charakterizuj́ı aktuálńı pozici plochy plasticity. Tento

fakt výrazně zesložit’uje matematickou formulaci modelu i mě̌reńı

počátečńıch hodnot stavových proměnných!
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Př́ıkladem modelu s kombinovaným zpevněńım může být

kinematický model, jež kromě kinematické plochy plasticity uvažuje

i mezńı plochu. Velikost modulu plasticity pak záviśı na vzdálenosti

kinematické plochy plasticity od mezńı plochy:
q

p

q

εs

Pomoćı takovéhoto modelu můžeme modelovat nelineárńı chováńı

uvniťr mezńı plochy, tedy odstranit hlavńı nevýhodu modelu Cam
j́ılu!
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Shrnut́ı kinematických model̊u

Predikce některých kinematických model̊u lze charakterizovat až

následovně:

porušeńı
dilatance
nelinearita (v oboru menš́ıch p̌retvǒreńı)
hystereze
závislost tuhosti na napět́ı
vliv pórovitosti, kritické stavy
pamět’ na p̌redchoźı deformaci

Je ale nutno zvážit, zda výrazné zesložitěńı modelu vyváž́ı kvalitu

jeho predikćı. Často je lepš́ı využ́ıt vhodně zvolený jednodušš́ı
model než komplikovaný model.
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Hypoplasticita

Relativně moderńı p̌ŕıstup ke konstitučńımu modelováńı

geomateriál̊u, od základ̊u odlǐsný od elasto-plastických model̊u.

U hypoplastických model̊u neděĺıme p̌retvǒreńı na pružná a
plastická, nerozlǐsujeme dva typy deformace (elastická a

elasto-plastická). Nelineárńı chováńı geomateriál̊u je reprodukováno

p̌ŕır̊ustkově nelineárńım charakterem celkové konstitučńı rovnice (viz.

dále ↓).
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Podstatu hypoplastického modelu lze vysvětlit na základě

jednorozměrného p̌ŕıkladu. Hypoplastický vztah lze pak zapsat:

σ̇ = Lε̇+N |ε̇|

Pro moduly L a N plast́ı L > N > 0.

Je žrejmé, že pro p̌ŕıpad p̌rit́ıžeńı (ε̇ < 0) je tuhost materiálu dána

σ̇ = (L−N)ε̇

kdežto pro odlehčeńı

σ̇ = (L+N)ε̇

Hypoplastický model predikuje vyšš́ı tuhost materiálu pro
odlehčeńı než pro přit́ı̌zeńı, anǐz by musel využ́ıvat dvou r̊uzných
rovnic!
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V obecném zápisu jsou moduly L a N tenzorovými funkcemi napět́ı

i daľśıch stavových veličin (pórovitosti. . . ), obdobně jako matice

tuhosti M elasto-plastického modelu.

σ̇ = L : ε̇+ N‖ε̇‖

Tenzory L a N jsou sestaveny tak, aby výsledná konstitučńı rovnice

predikovala základńı aspekty chováńı zemin, obdobně jako pokročilé

elasto-plastické modely (jako obálku kritických stav̊u v prostoru

napět́ı, mezńı plochu, závislost chováńı na pórovitosti atd.)
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Shrnut́ı hypoplastických model̊u

Pokročilé hypoplastické modely pak predikuj́ı všechny aspekty

chováńı zemin z našeho výčtu:

porušeńı
dilatance
nelinearita (v oboru menš́ıch p̌retvǒreńı)
hystereze
závislost tuhosti na napět́ı
vliv pórovitosti, kritické stavy
pamět’ na p̌redchoźı deformaci

Na rozd́ıl od elasto-plastických model̊u s kombinovaným zpevněńım

maj́ı ale podstatně jednodušš́ı matematickou formulaci.
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Reologické modely

Jedná se o konstitučńı modely, které uvažuj́ı čas jako stavovou
proměnnou.

Rovnice nejsou homogenńı prvńıho řádu vzhledem k t (viz. ← úvod

do konst. modelováńı), čas tedy ovlivňuje predikce modelu.

Typickými experimentálně zjǐstěnými jevy, pro jejichž popis jsou

nutné reologické modely, jsou creep (deformace p̌ri konstantńım

zat́ıžeńı) a relaxace (sńıžeńı napět́ı p̌ri konstantńı deformaci)

materiálu.
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Jednorozměrné reologické modely

V krátkém úvodu do reologických konstitučńıch model̊u se budeme

zabývat pouze jednorozměrnými modely, jež vystihuj́ı princip

složitěǰśıch vztahů.

Jednorozměrné modely jsou sestavovány jako kombinace dvou

základńıch prvk̊u:

Newtonova prvku (tlumiče)

σ = ηε̇

a Hookova prvku (pružiny)

σ = Eε

kde η p̌redstavuje vazkost tlumiče a E tuhost pružiny.
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Kelvin̊uv model
Představuje paralelńı zapojeńı

pružiny a tlumiče:

Paralelńım zapojeńım je deformace obou prvk̊u stejná, může se ale

lǐsit napět́ı v prvćıch. Celkové napět́ı je součtem d́ılč́ıch napět́ı:

σ = Eε+ ηε̇

Což je obyčejná diferenciálńı rovnice pro ε, jež má řešeńı

ε(t) =
σ

E
+ Ce−

E
η t

Je žrejmé, že Kelvinův model m̊uže vystihnout creepové chováńı (s

asymptotickým p̌retvǒreńım rovnaj́ıćım se ε = σ/E), nepredikuje
však relaxaci (pro ε̇ = 0 dostaneme σ = const.).
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Maxwell̊uv model
Představuje sériové zapojeńı

pružiny a tlumiče:

Napět́ı v prvćıch muśı být stejné, v každém prvku ovšem může být

odlǐsná deformace. Rychlost deformace soustavy je rovna

ε̇ =
σ

η
+
σ̇

E

Rovnice neńı vhodná pro popis creepu, p̌ri němž σ̇ = 0⇒ ε̇ = σ/η,

čili

ε = ε0 + tσ/η

Při modelováńı creepu deformace u Maxwellova modelu p̌rir̊ustá

lineárně s časem, což je nerealistické.
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Maxwell̊uv model

Na druhou stranu relaxace, jež je vyjáďrena jako ε̇ = 0, je po

vy̌rešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice pro σ

0 =
σ

η
+
σ̇

E

popsána jako

σ(t) = σ0e
−Eη t

Což vyjaďruje exponenciálńı úbytek napět́ı s časem, jež p̌ribližně

odpov́ıdá experiment̊um.
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Obecněǰśı reologické modely -
vazkoplasticita

Prakticky použitelné reologické modely samožrejmě muśı predikovat

jak creep, tak relaxaci a daľśı charakteristiky chováńı zemin (jako

standardńı elasto-plastické modely) a muśı být definovány obecně

pomoćı tenzor̊u napět́ı a p̌revtvǒreńı.

Tyto modely jsou věťsinou definovány jako zobecněńı

elasto-plastických model̊u a jsou nazývány vazkoplastické.

Přetvǒreńı se rozkládá na ε̇ = ε̇e + ε̇v

kde ε̇v je vazkoplastický p̌ŕır̊ustek p̌revǒreńı, jež zahrnuje jak

vazkost, tak plasticitu.

Existuj́ı i vazkohypoplastické modely vyvinuté zobecněńım

hypoplastických model̊u.


